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Meinen  lieben  Eltern. 


Einleitung. 

Schellbach  schreibt,  Band  41  des  ..Journals  für  Mathematik" : 
„Eine  lange  und  vielseitige  Erfahrung  hat  mich  zu  der  Ueber- 
zeugung  gebracht,  dass  das  Wesen  der  Variationsrechnung  noch 
nicht  ganz  richtig  erfasst  ist.  Die  talentvollsten  meiner  jüngeren 
Freunde,  welche  vrirklich  die  Methoden  der  Variationsrechnung  so 
weit  in  Besitz  hatten,  um  Aufgaben  aus  dieser  Sphäre  lösen  zu 
können,  gestanden  stets  die  Gründe  des  Verfahrens  nicht  mit  voller 
Klarheit  einzusehen.  Xehme  ich  hinzu,  dass  in  gedruckten  und  un- 
gedruckten Schriften  die  Variationsrechnung  als  das  abstrakteste 
und  sublimste  Gebiet  der  ganzen  Mathematik  geschildert  wird, 
gleichwohl  aber  auf  einem  längst  bekannten  geraden  Wege  zu 
allen  ihren  Gipfeln  sich  gelangen  lässt,  so  ist  dies  eine  Aufforde- 
rung, diesen  Weg  anzudeuten"".  So  sagte  Schellbach  im  Jahre  1851. 
Es  ist  aber  eine  andere,  schönere  Zeit  für  die  Variationsrechnung 
gekommen.  Die  alten  mühsamen  Methoden  werden  verlassen,  und 
man  kann  hoffen,  dass  die  neuen  Methoden  Klarheit,  Eleganz  und 
Vollständigkeit  in  die  Theorie  der  Variationsrechnung  bringen 
werden.  Weierstrass  und  Scheeffer  waren  die  ersten,  welche  die 
neue  Richtung  in  der  Variationsrechnung  eingeschlagen  haben ; 
nämlich:  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungsheften,  die  noch  nicht 
im  Druck  erschienen,  wohl  aber  durch  Abschriften  bekannt  sind, 
Scheeffer  in  seinen  Artikeln:  „Die  Maxima  und  Minima  der  ein- 
fachen Integrale  zwischen  festen  Grenzen"  und  „Ueber  die  Be- 
deutung Maximum  und  Minimum  in  der  Variationsrechnung"  (Matli. 
Annalen,  Bd.  24  und  25).  Auch  hat  D.  Hilbert  in  seinem  Vor- 
trage: „Mathematische  Probleme",  gehalten  auf  dem  internationalen 
mathematischen  Kongress  zu  Paris  1900,  und  in  seinen  Vorlesungen, 
gehalten  auf  der  Universität  zu  Göttingen,  zur  Ausarbeitung  dieser 
Methode  einen  Beitrag  geKefert. 

Die  Arbeiten,  in  welchen  die  neue  Methode  zur  weiteren 
Bearbeitung  kommt,  sind  nicht  zahlreich.    Besonders  zu  erwähnen 
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sind;  „Lehrbuch  der  Variationsrechnung"  von  A.  Kneser  (1900) 
und  „Untersuchung  zur  Variationsrechnung"  von  E.  Zermelo  (Disser- 
tation, Berlin  1894). 

Ueber  die  neue  Methode  sagt  D.  Hubert  in  seinem  Pariser 
Vortrage;  .,Weierstrass  zeigte  uns  den  Weg  zu  einer  neuen  vmd 
sicheren  Begründung  der  Variationsrechnung.  Die  Verfolgung 
dieses  Weges  ')  bringt  zugleich  eine  überraschende  Vereinfachung  • 
der  Variationsrechnung  mit  sich ,  indem  zum  Nachweis  der  not- 
wendigen und  hinreichenden  Kriterien  für  das  Eintreten  eines 
Minimums  oder  Maximums  die  Berechnung  der  zweiten  Variation 
und  zum  Teil  sogar  die  mühsamen  an  die  er.ste  Variation  an- 
knüpfenden Schlüsse  völlig  entbehrlich  werden  —  gar  nicht  zu 
reden  von  dem  Fortschritte,  der  in  der  Aufhebung  der  Beschrän- 
kung auf  solche  Variationen  liegt,  für  die  die  Diiferentialquotienten 
der  Funktionen  nur  wenig  variiren". 

Eine  etwas  zurückhaltendere  Meinung  vertritt  Escherich  ;  dieser 
Grelehrte  schreibt  im  Wiener  Berichte  (1898):  „Die  Arbeit  ScheefFer's, 
welche  eine  Lücke  auszufüllen  und  einiges  neues  Licht  auf  die  Be- 
gründung der  Theorie  und  die  innere  Bedeutung  der  Kriterien  des 
Minimums  und  Maximums  zu  werfen  versprach,  hat  dieses  Ver- 
sprechen keineswegs  erfüllt,  da  die  Diirchführung  des  vermeintlich 
neuen  (irundgedankens ,  von  dem  diese  Abhandlung  ausgeht ,  so 
viele  Lücken  enthält  und  an  solchen  Mängeln  leidet,  dass  dieselbe 
dadurch  fast  wertlos  wird".  „Wenn  auch  Weierstrass  in  seinen 
Vorlesungen  nicht  über  den  einfachsten  Fall,  wo  also  die  Funktion 
bloss  eine  abhängige  Veränderliche  und  ihre  erste  Ableitung  ent- 
hält, hinausgeht  und  wie  es  aus  einer  Bemerkung  in  den  Vor- 
lesungen vom  Jahre  1884  erhellt,  darüber  auch  nicht  hinaus  kann, 
so  lenken  sie  doch  die  Aufmerksamkeit  auf  mehrere  schwierige 
und  heikle  Fragen ,  die  in  allgemeinen  Problemen  in  grösserer 
Complikation  wiederkehren". 

Und  eben  diese  Theorie  wollen  wir  mit  Hülfe  des  neuen 
Grundgedanken  auf  dem  von  D.  Hilbert  angegebenen  Wege  für 
einen  allgemeineren  Fall,  als  es  bei  Weierstrass  gemacht  ist, 
durchzuführen  versuchen,  nämlich  für  den  Fall,  wo  die  Funktion 
zwei  abhängige  Veränderliche  und  ihre  ersten  Ableitungen  enthält. 


')  Die  D.  Hilbert  selbst  angedeutet  hat. 


Erstes  Kapitel. 

Formulining  des  Problems  der  Variationsrechnung 
und  das  Lagrange'sche  Kriterium. 

Die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  für  den  Fall  zweier 
abhängigen  Funktionen  besteht  darin: 

Zwei  Funktionen  y  und  z  der  Veränderlichen  x  derart  zu 
finden,  dass  das  bestimmte  Integral 


„b 


J  =  j  F{x,y,z,y',s')dx, 


y     dx ' 


äz_ 
dx 


einen  stets  kleineren  oder  stets  grösseren  Wert  erhält  im  Ver- 
gleich zu  denjenigen  Werten,  die  das  Integral_  annimmt,  wenn 
wir  statt  y  und  s  andere  Funktionen  y  und  s  von  x  mit  den 
nämlichen  gegebenen  Anfangs-  und  Endwerten  in  das  bestimmte 
Integral  einsetzen.  Man  sagt,  dass  das  Integral  ein  Extrem  wird, 
oder  im  ersten  Falle,  dass  das  Integral  ein  Minimum  und  im 
zweiten  Falle,  dass  das  Integral  ein  Maximum  wird.  Da  wir  in 
der  Variationsrechnung  stets  nur  mit  reellen  Grössen  (reellen 
Funktionen ,  reellen  Veränderlichen)  zu  thun  haben ,  so  denken 
wir  uns  die  gesuchten  Funktionen  ;/  =:  y  {x),  z  ^  z{x)  als  eine 
Raumcurve  und  nennen  sie  Minimal-  oder  Maximalcurve  (Extre- 
malcurve). 

Die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  ist  dann  in  folgende 
Worte  zu  fassen:  „Eine  solche  Raumcurve  zu  finden,  dass  der 
Wert  des  bestimmten  Integrales 


J  =  [Fix, 


y,^,y,^ 


\dx 


einen  stets   kleineren   oder    stets   grösseren  Wert   erhält,    als  für 
alle  erlaubten  benachbarten  Curven". 

Wir  sagen :  „Zwei 
Curven  sind  benachbart", 
wenn  sie  zwischen  densel- 
benAnfangs-  undEndwer- 
ten  verlaufen  und  jedem 
Punkte  P  der  einen  Curve 
ein  Punkt  1"  der  zweiten 
entspricht  und  die  Ent- 
fernung Z'P'  dieser  beiden 
Punkte  kleiner  als  eine  ge- 
wisse kleine  Grösse  s  ist. 
Sind  y  =  y{x),  z^  z{x) 


z 

.  —  — 

ff  -' 

B 

t^ 

\r\--- 

■-'' 

A    ' 

[y 

k 

^ 

/            -^ 

Fig.  1. 


—    8    — 

die  Gleichungen  der  Ciirve,  so  können  wir  die  Grleicliiing  der 
zweiten  Curve  in  der  Form 

darstellen ,  indem  wir  uns  unter  ij  {x)  und  i,  {x)  notwendig  die 
Funktionen  von  x  denken,  deren  absoluter  Betrag  für  alle  Werte 
a-<x-<h  kleiner  als  eine  gewisse  kleine  Grösse  i  ist. 

\ri(x)\<e         \t,{x)\<e 
und 

l{a)  =  0  ?(?.)  =  0. 

Die  Punkte  der  beiden  Cnrven,  die  demselben  x  gehören,  nennen 
wir  „entsprechende  Punkte".  Ersetzen  wir  irgend  eine  Curve  durch 
ihre  benachbarte,  so  nennen  wir  diese  2^"  Curve  „eine  variirte 
der  ersten".  Die  Operation  des  üebergangs  von  der  einen  Curve 
zur  variirten  Curve  nennt  man  „Variation".  Die  Veränderung, 
die  das  Integral  erleidet ,  indem  wir  von  einer  Curve  zu  der  va- 
riirten benachbarten  übergehen ,  bezeichnen  wir  mit  dem  Namen 
„die  Variation  des  Integrales". 

Für  das  Integral 

J{y,^)  =  j  F{x,y,s,y\s')dx 
a 

ist  das  variirte  Integral 

J{y  +  %^  +  i)  =  j  F{x,y  +  ->i,s  +  e,  y'+  ,/,  z'+  ?')  dx. 
a 

Die  Differenz  dieser  beiden  Integrale 

z/J  =  J(y  +  ri,z  +  Q-J{y,s)  = 

=  ./  Fix,  y+,^,z  +  ^,  y'+  n',  s'+  e')  äx -I  Fix,  y.  z,  y',  z')  äx 
a  a 

nennt  man  „den  Zuwachs"  oder  „die  Variation  des  Integrales". 

Nach  eingeführter  Definition  des  Estrembegriffs  soll  der  Zu- 
wachs immer  grösser  als  Null  für  den  Fall  des  Minimums  und 
immer  kleiner  al.s  Null  für  den  Fall  des  Maximums  für  alle  er- 
laubten benachbarten  Curven  sein.  Wir  wollen  uns  auf  den  Fall 
des  Minimums  beschränken,  da  das  Maximum  als  Minimum  von 
—  J  betrachtet  werden  kann.  Nach  der  Angabe  über  die  Ge- 
sammtheit  aller  derjenigen  benachbarten  Curven,  die  man  zum 
Vergleich  heranziehen  will,  unterscheidet  man  verschiedene  Arten 
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des  Minimums.  Wenn  man  alle  benachbarten  Curven  in  Betracht 
zieht,  nennt  man  die  Variation  „beliebige  Variation"  und  das 
Minimum  des  Integrales  „starkes  Minimum"  (nach  Kneser^).  Viel 
specieller  ist  die  sogenannte  „reguläre  Variation".  Hier  zieht 
man  in  Betracht  nur  jede  solche  benachbarte  Curve ,  welche  zu- 
gleich in  ihrem  Verlaufe  überall  nahezu  parallel  zu  der  gegebenen 
bleibt;  also  wenn  y  =  y{x),  z  =  s(x)  die  Gleichungen  der  ge- 
gebenen Curve  sind,  so  werden  alle  hier  erlaubten  benachbarten 
Curven  in  der  Form  dargestellt 


y  =  y(3:)  +  vi^) 


2ix)  +  tix) 


driix) 
dx 

C  E 

dx 

wo    r){x)    und    ^{x)    notwendig    die    Ungleichungen    im    Intervalle 
a  <:  x<:b  befriedigen 


d 


wo  £  und  d  gewisse  kleine  Grössen  sind,  und 
rj(a)  =  0  ri(b)  =  0 

t(a)  =  0  5('>)  =  0 

sind. 

Das  Minimum  des  Integrales  bei  regulärer  Variation  nennt 
man  nach  Kneser  „schwaches  Minimum".  Es  giebt  wohl  Bei- 
spiele, wo  das  Integral  bei  regulärer  Variation  schwaches  Minimum 
wird  und  wo  das  starke  Minimum  nicht  stattfinden  kann,  Im 
Falle  der  regulären  Variation  ist  offenbar  ein  viel  engeres  Gebiet 
von  Curven  zum  Vergleich  herangezogen.  Es  ist  zum  Beispiel 
die  Variation : 


V 


m  cos  • 


m 


t  =  n  cos  — 

*  n 


wo  m  und  n  beliebig  kleine  Grössen  sind,  nicht  zuzulassen. 
Obgleich  jeder  Punkt  [x,  y  +  r],  z  +  i^)  beliebig  nah  an  dem  ent- 
sprechenden Punkte  {x,  y,  z)  liegt,  so  unterscheiden  sich  die  Linien- 
elemente in  der  Richtung  von  den  entsprechenden  Linienelementen 

um  endliche  Grössen,    welche  sich  durch   ri'  =  cos  — ,   5'  =  cos  — 

m  n 

berechnen  lassen,    wo  sie  also  jeden  Wert 

zwischen  Null  und  Eins  annehmen  können. 

Diese  Curve  ist  eine  Schlangencurve,  welche  / 

mit    sehr    kleiner    Periode    die    gegebene  Fig.  2. 


')  Kneser,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung,  S.  54. 
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Curve  umzieht  (s.  Fig.  2) ;  aus  dem  Gebiete  der  benachbarten  Curven 
bei  der  regulären  Variation  ist  sie  notwendig  ausgeschlossen.  Vor 
Weierstrass  war  der  Begriff  der  Variation  sehr  unklar  definirt. 
In  seinen  Vorlesungen  (Berlin,  Sommer  1875)  sagt  Weierstrass: 

„Eine  Reihe  von  Schriftstellern  hat  die  Variation  als  Form- 
veränderung einer  analytischen  Funktion  definirt.  Für  die  ana- 
lytische Funktion  können  wir  die  Formänderung  etwa  so  definiren. 
Eine  analytische  Funktion  einer  Variabele  ist  bestimmt,  wenn  in 
der  Potenzontwickelung  derselben  die  Koefficienten  gegeben  sind. 
Aendern  wir  nur  die  Koefficienten  in  dieser  Entwickelung ,  so 
haben  wir  die  Formänderung  der  analytischen  Funktion.  Eine 
unendlich  kleine  Aenderung  der  Koefficienten  würde  dann  eine 
unendlich  kleine  Formänderung  definiren.  Aber  gerade  eine  solche 
Definition  der  Variation ,  als  Formänderung  einer  analytischen 
Funktion  nützt  nichts ,  denn  die  Aenderung  wäre  dann  noch  so 
gut  eine  analytische  Funktion ,  wie  die  entsprechende  Funktion, 
während  doch  gerade  das  Wesentliche  der  Variationsrechnung  ist, 
dass  es  erlaubt  ist,  von  einer  analytischen  Curve  überzugehen  zu 
einer  anderen  ganz  willkürlichen". 

Da  die  ersten  Derivirten  ?/'  =  -^ ,  z'  =  -,-  der  Minimalcurve 

•'         dx '  dx 

schon  in  dem  gegebenen  Integrale  vorkommen,  so  ist  es  klar,  dass 
nur  differenzirbare  Funktionen  zu  y{.i)  und  s{x)  dienen  können, 
denn  sonst  verliert  das  Integral,  den  undifferenzirbaren  Funktionen 
y,  s  entsprechend,  seinen  Sinn. 

Wir  werden  zuerst  die  notwendigen  Bedingungen  für  die  ge- 
stiebte Minimalcurve  aufstellen. 

Für  die  Ableitung  notwendiger  Bedingungen  ist  es  wohl  er- 
laubt ,  beliebig  spezielle  Curven  zum  Vergleich  in  Betracht  zu 
ziehen.     Sei  also  gefragt,  ein  bestimmtes  Integral 

J  =  )  F(x,y,s,y',z'}dx 
a 

zum  Minimum  zu  machen.  Von  der  gegebenen  Funktion  F  nehmen 
wir  an,  dass  sie  eine  analytische  Funktion  ihrer  sämmtüchen 
Argumente  x,y,e,y',z'  ist,  die  im  ganzen  betrachteten  Bereiche 
den  Charakter  einer  ganzen  Funktion  besitzt.  Im  Allgemeinen 
genügt  es,  dass  .F  im  betrachteten  Bereiche  eine  stetige  und  end- 
liche Funktion  ist  und  dass  ihre  DifFerentialquotienten  erster  und 
zweiter  Ordnung  nach  allen  fünf  Argumenten  existiren  und  stetig  sind. 
Seien  //  =  y  {x),  z  =^  z{x)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Mi- 
nimalraumcurve.     Betrachten   wir   zum  Vergleich  die  benachbarte 
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Curve 


y  =  y{x)-^7iyi{x) 
z  =  z{x)-\-%%  {x) 

wo  X  eine  kleine  Grösse  ist  nnd  ^(x),  %(x)  reguläre  analytische 
Funktionen  sind,  die  an  den  Grenzen  verschwinden 

n{a)  =  0,  ^(6)  =  0 

%{a)  =  0,  m  =  0. 

Diese  Variation  ist  speziell ,  wohl  aber  ist  sie  unter  allen  mög- 
lichen Variationen  erhalten.  Nach  der  Definition  des  Begriffs 
des  Minimums  soll  der  Zuwachs  grösser  als  Xull  sein 

J) 

AJ  =  ]  [Fix,y  +  xt],  z+xt  y'+xn',  z'+^t,')  -F{x,  y,  z,  y\  ^')] f'^'  >  0. 
a 

Bei  hinreichend  kleinem  x  können  wir  z/./  in   der  Form  schreiben 


JJ=xf 


dF 

[dy 


dF ,      öF 


dF 


*  Oll  dz 


x'  r^ld'-F 
^    a 


dy 


dx  + 


dydz 


dx  >  0 


0/    ■        öz 

y:y  +  ^,xr){x)  \ 
z:z+h.^xt  (x) 

y'-.y'+^Mi.^) 
z':z'+(i,x^{x) 

wo  rechts  im  zweiten  Teile  unter  dem  Integrale  überall  anstatt 
y,z,y',z'  die  Werte  2/-f6,xij(x),  z+h.^xl(x),  y'+H,xr}'(x),  z'+(i^xi'{x) 
zu  setzen  sind. 

Den  ersten  Teil  dieser  Ungleichung  nennt  man  ..die  erste 
Variation"  und  bezeichnet  sie  mit  dJ. 

Im  Jahre  1762  in  Miscellania  Taurinensia  B.  II  stellte  La- 
grange folgenden  grundlegenden  Satz  für  die  Theorie  der  Va- 
riationsrechnung auf: 

Für  die  Existenz  der  Ungleichung  JJ  >-  0  ist  es  notwendig, 
dass  die  erste  Variation  verschwindet. 

In  der  That,  wenn  die  erste  Variation  dJ  für  die  variirte 
Curve  y  =  y (.r)  +  xjj (x),  z  =  z{x)  +  xt, (./;)  nicht  gleich  Null  wäre, 
könnte  die  Ungleichung  AJ  >■  0  nicht  •  beständig  existiren.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

^.  =  ^ 
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und 


so  ist 


^. = y 


^J  ^  xJ,  +  x'J,  ==  xj, 


\dx 


'+f' 


Sei  Ä    die    obere  Grenze  von  J^.     WäUen    wir   jetzt  x   so   klein, 


dass 


xA 

17 


und  das  Produkt  xJ, 


1  sei ;  dann  ist  die  Klammer 
xJ 


1  + 


immer  positiv 


1  +  ' 


./, 


kann  durcL  Wahl   des  Vorzeichens 


von  X  beliebig  negativ  oder  positiv  gemacht  werden.  Es  giebt 
also  bei  Annahme  dJ  ^  0  solche  benachbarte  Cnrven ,  die  das 
Integral  J  sowoIjI  grösser,  wie  auch  kleiner  als  die  ursprüngliche 
Curve  machen  können.  Die  zu  untersuchende  Curve  kann  also 
sicher  keine  Minimalcurve  sein,  wenn  sie  die  erste  Variation  öJ 
nicht  zum  Verschwinden  bringt.  Also :  Wenn  eine  Curve  eine 
Minimalcurve  des  Integrales  J  ist,  so  muss  vor  allen  Dingen  die 
erste  Variation  dJ 


C^ldF         dF  ^      dF    ,     dF  ^, 


dx 


für    diese  Curve    identisch   verschwinden.     Wollen   wir    dieses  In- 
tegral mit  Iliilfe  der  Formeln  der  partiellen  Integration  umformen 

-Jn- 


l''  eu'  ''  = 

dF 

n.        ^S 

^  dz' 

Die  ersten  Teile  der  rechten  Seite  dieser  Relationen  verschwinden, 
da  nach  Voraussetzung  ij  und  t,  an  den  Grenzen  Null  sind.  Die 
Kelation  dJ  =  0  bekommt  also  die  Gestalt 


^(4-f)]-»- 


Wir  wollen  beweisen,   dass   die  Koefficienten  von  ij  und  t,  in 
dem  Integrand  notwendig  identisch  verschwinden. 

Wählen    wir    irgend    weiche  Werte  x,  x^,  x^   im  Integrations- 
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Intervalle   so,    dass    a  <:  a;, -<  .r,  <:  5   ist.      NeLmen    wir  jetzt    als 
r}{x)  folgende  Funktion 

für 

a;,  <  a:  <  a:, 
und 

riix)  =  0 
für 

a  <  a;  <  a;, 
und 

a;,  <  a;  <  &. 

Die  Ausdrücke  für  ?j  rechts  stimmen  mit  einander  in  den 
Grenzpunkten  x\  und  x^  überein,  da  ri{x^  =  0  =  'n{x^.  Wenn  x^ 
hinreichend  nahe  zu  a;,  liegt,  ist  der  Ausdruck  {x  —  x^^{x.^—  x) 
beliebig  klein  für  x^-^ix  'ii  x^.  Die  gebildete  Funktion  jj  genügt 
allen  Bedingungen  der  erlaubten  Variation;  wir  nehmen  sie  als 
Variation  an.  Die  Funktion  t,{x)  setzen  wir  identisch  Null  im 
Integrationsintervalle. 

Die  Gleichung  dJ"  =  0  bekommt  also  die  Form : 

SJ  ^  f  nF{x)dx  =  f  \F{x)dx+f  \F{x)dx+f  t}P{x)dx  =  0 


wo 


ist. 

Da  aber 


p,  .  ^      öy'       dF 
^  '  dx         dy 


a  a-, 

weil  das  Integrad  identisch  Null  ist,  folgt: 

/  \F{x)dx  =  0 
oder 

f^'Pix).{x-x;)'{x,-xydx  =  0. 

Da  die  Funktion  {x^  —  xy{x^  —  xy  ihr  Zeichen  nicht  ändert  und 
P(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  so  können  wir  den  ersten  Mittel- 
wertsatz anwenden. 
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Wir  erhalten 

F(x^,)f   {x  —  x^'^{x^  —  xfdx  =  0 

x„. 
Das  Integral  bleibt  stets  positiv,  also  notwendig  folgt 

PK,)  =  0. 

Führen  wir  jetzt  x^  zu  a:,  in  Limes.     "Wir  bekommen 

P{x,)  =  0. 

Also  ist  die  Funktion  P  gleich  Null  für  den  beliebig  ge- 
wählten Punkt  X  =  .Tj  auf  der  Strecke  ah. 

Es  folgt  daraus :  der  Ausdruck  P  {x)  muss  für  den  Fall  des 
Minimums  identisch  verschwinden 

-^-^  =  0. 
dx  dy 

Aus  ganz  analoger  Entwickelung  folgt  auch : 

öF 


^'dz'       dF 
äx  ds 

Diese  Gleichungen 


(A) 


.dF 

öF 

dx 

dy 

dF 

=  0. 


=  0 


=  0 


dx  dz 

sind  vollständig  äquivalent  zu  der  Gleichung 

ÖJ  =  0 

und  daher  sind  sie  notwendige  (nicht  aber  zugleich  hinreichende) 
Bedingungen  für  die  Minimalcurve.  Die  Minimalcurve  ist  also 
nur  unter  den  Curven  zu  suchen ,  welche  den  Gleichungen  (A) 
genügen. 

Entwickeln  wir  die  Gleichungen  (A) 

d'F    „    JrF_  „      d'F    ,      d'F    ,      d'F       dF  ^ 
dy"  ^  "*"  dy'dz'  ^  "^  dy'dy  ^  "*"  dy'dz  ^  "^  dy'dx       dy 

d'F_   „.d;F_  „,JZ_   '.J1I_  '4.-^— ^  =  0 


dy'ds'  •'       dz'"'  ds'dy  ^  '  dz'dz      '  dz'dx       dz 
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Diese  Gleicliungen  sind,  wenn 

Ö'F  d"-F      I  d'F 


+  0 


dy"    dz"      \dy'dz'j 

ist,  was  wir  auch  annehmen,  Gleichungen  zweiter  Ordnung  in  y  und 
in  ^.  Wir  wissen  ja  aber  nicht ,  ob  y  und  z  zweite  Ableitung 
haben,  und  dies  ohne  weiteres  anzunehmen,  wäre  eine  wesentliche 
Beschränkung  der  Aufgabe. 

Nach  dem  Vorgang  von  P.  Du  Bois-Reymond  (Math.  Ann.  15) 
zeigte  nun  D.  Hilbert  für  den  Fall  einer  abhängigen  Funktion, 
dass  die  Minimalcurve  nach  dem  Wesen  der  Aufgabe  selbst  not- 
wendig regulär  ist.  Für  unseren  Fall  umformen  wir  die  er.ste 
Variation  des  Integrals 


--f^- 

dF    ,     öF    \  , 

mit  Hülfe  der  Relationen 

La    öy      J 

a      a 

i  a,  H 

b         b 
a    'a 

La     Ö^        J 

rj'dx 


t;dx. 

Die  ersten  Teile  der  rechten  Seiten  dieser  Formeln  ver- 
schwinden, da  ri  und  t,  an  den  Grenzen  Null  sind.  Die  Gleichung 
der  ersten  Variation  vtärd 

SJ  =  /  [M{x)rJ{x)-^N{x)t!{x)]dx  =  0 
a 

WO  zur  Abkürzung 

dF      r^öF  ^ 

-T-r-f   -s-dx  =  Mix) 

dy'      •;    dy  ^  ' 


dF       r' 

dz'     i 


dF 

dz 


dx  =  N{x). 


gesetzt  wird. 

lieber  y',  z'  nehmen  wir  an ,  dass  sie  in  einigen  Stellen  von 
endlicher  Anzahl  discontinnirlich  sind.  rj'(.?;)  und  g'(x)  bedeuten 
die  ersten  Ableitungen  von  den  willkürlichen  Funktionen  12(0;)  und 
t{x),  die  an  den  Grenzen  a;  =  a  und  x  ^  b  verschwinden.  Denken 
wir  uns  nun  ^' (x)  identisch  gleich  Null  und  als  iq' (x)  nehmen  wir 
folgende  Funktion. 
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Wenn  a;„  x^,  x„  x^  vier  Punkte  auf  der  Strecke  ah  derart 
sind,  dass  a  <.x^<^x^'=^x^-<.x^-<.h  und  :.t\  —x^^x^  —  x^  und  wenn 
auf  diesen  beiden  gleichen  Strecken  y',  z'  stetig  sind,  so  sei  »j'  ^  0 
für  a<a;<a;, ,  x^'<x<x^,  x^<x<b  und  rj'  ^  £{x  —  a;,) (x.^  —  x) 
für  a^j  <  a;  ^  x,  und  ^'  =  «  (.r  —  a:,)  (x^  —  x)  für  a;^  <  x  <  r, :  wo  £ 

eine    gewisse    kleine  Grösse  ist ,    damit  y]  ^  j    tf  dx  als   reguläre 

a 
Variation  betrachtet  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  ersten  Variation  wird  dann 

M(x){x—x,){x^—x)dx+J    31{a^{x  —  x,){x^—x)dx  =  0 

WO 

Aus  dem  Mittelwertsatz  folgt: 
^{^i-Xl    {x—x^{x^—x)dx  =  M{x^^j    {x-x^{x^  —  x)dx 
wo 

J~i .   ^^--  <*'io  '^~~  '■^o  j  ^3  ^^-  *^S4  ^^^  "^'j* 

Nach  unserer  Annahme,  dass  x,  —  x^  =  x^—x,  ist,  folgt 

„Xj  r.^4  1  1 

j    {x- X,)  (x^-x)  dx=J    {x-  X,)  (x-x)  dx  =  -r  {x^-xj  =  TT  (x- x^y. 

Xi  x. 

Wir  erhalten  also 

M{xJ  =  M{xJ. 
Setzt  man 

X^  =  «,  +  £, 

SO  kommt  heraus 

M(aj.  +  6,0,)  =  3I{x,  +  eM 

wo  0,  und  Oj  zwischen  —1  und  +1  liegen. 
Führen  wir  jetzt  £  zu  Limes  Null 

Lim.  i)i(:r,  +  £,0,)  =  Mix;)      Lim.  3I{x,  +  £,%)  ^  Jf(a;,). 

£.  =  0  £,  =  0 
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Also 

M{x,)  =  M{x,). 

Die  Punkte  x,,  x,  waren  auf  der  Strecke  ah  beliebig  gewählt, 
nur  nicht  denjenigen  x  gleich .  wo  wir  die  Stetigkeit  y',  z'  nicht 
vorausgesetzt  hatten.  Wir  können  aber  x  auch  zu  diesen  Werten 
in  Limes  fübren.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Funktion  M(x) 
einer  Constante  gleich  ist 

Mix)  =  ^—, —  /    -r —  ax  =  const. 
a?/'      -\    dy 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  auch 


-"o 


dF      r^'dF 


af        r    oJ: 
^{^)  =  -^zr-J    -^(^^  ="  cocst. 


Also 


Wenn 


dz'     -'„    dz 


dF         r^aF  , 

-z—r  =^  /    ^; — fte  + const.  =  w{x) 
dy'         •'„     dy 

dF         f^dF  ,    , 

-ß^  ^J   -^f^^  + const.  =  rp{x). 

d'F  d'F  _  l  d'F  V 
dy"   dz"      [dy'dz'j  + 


ist,  so  können  wir  y'  und  z'  aus  diesen  Gleichungen  berechnen 

y'  =  ^{(p,t,oc,y,z) 
z'  =  W{(p,t,x,y,z). 

Die  Funktionen  q>,  4>,  y  und  z  sind  stetige  difFerenzirbare  Funk- 
tionen. Ditferenziren  wir  diese  (ileichungen ,  so  haben  wir  die 
zweiten  Derivirten  der  Minimalfunktionen 

d<P     ,     dQ     ,     00    ,     dO    ,     d0 

•^  d<p  ^  ^  dtlj  ^  ^  dy  -^       dz  dx 

a?P"  ,    äff  ,    dw  ,   d^f  ,   dw 

d(p  ^       dip  dy  -^       dz  dx 

Bei  der  Annahme 

a'F   dF 

dy"    dz"  ~\ö7 

müssen  folglich  die  zweiten  Derivirten  der  Minimalfunktionen 
y  und  z  notwendig  existiren.  Die  Minimalcurve  ergiebt  sich  also 
notwendig  als  eine  Integralcurve  der  Gleichungen  von  Lagrange  (A) 

2 


[dy'dz'j  ^ 
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e'JF    „       d'F     „      d'F     ,       d'F     ,       d'F  ÖF  _ 

dy"  ^  "*"  de'dtj'  ^'^  dy'dy^^  dy'dz  ^"^  dy'dx  dy    ~ 

d'F    „       d'F     „       ö'jF     ,       d'F     ,       d'F  öF 


dji'^      ^   dy'ds'  ■'   '   ds'dy  ^  '   ds' dz      '    dz' dx       dz 
Wir    hatten    folgenden    Satz    aufgestellt.      Die    Minimalcurve 

des  Integrals  J  =^  J  F{x,  y,  z,  y',  z')dx  ist  unter  den  Integralcurven 

a 
der  Differentialgleichungen 

öy'      dF       „ 


dx 

dy 

^  dz' 

dF 

dx 

dz 

zu 

suchen. 

Nehmen 

wir 

an, 

dass 
d'F  d'F 

1  d--F  ' 

e«/'"    dz'-'       \dy'dz'}  +  ^ 

ist.  Bei  dieser  Annahme  können  wir  die  Gleichungen  von  La- 
grange in  kanonischer  Form  darstellen 

dy'         j.  ,  ,  dz'         j.  ,  , 

-£^fA^,y,^)       -^  =  W,y,z). 

Nehmen  wir  an,  dass  in  der  Umgebung  der  Stelle: 

X  =  «,       ya  =  y,       ^a  =  ^,       2/1  =  «,       K  =  ß 

die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sich  regulär  verhalten. 
Bekanntlich  existirt  der  Satz ,  dass  stets  ein  Integralsystem  zu 
finden  ist,  welches  für  a-  =  «  die  vorgeschriebenen  Anfangswerte 
annimmt  und  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  sich  regulär  verhält. 
Wir  können  diese  Integrale  in  der  Reihe  von  Taylor  nach  x  —  a 
entwickeln : 

y  =  y  +  a{x  —  a)  +  [x  —  a\ 

z  =  ö  +  ß{x-a)  +  [x-al 

y'  =  «+f^{x-a)-\-[x-a\^ 

z'=  ß+f^{^x-a)  +  [x-a\. 
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Durch  eckige  Klammer  mit  dem  Index  2  ist  hier  eine  nach 
(x  —  'i)  fortschreitende  Potenzreihe  bezeichnet,  deren  Glieder  von 
nicht  geringer  als  2'"  Dimension  sind. 

Wir  erhalten 


dy 


=  l  +  [x-al 


dy_ 
da 


{X- 


ds 


=  1  + [«-«],; 


dy  '     '  •  '"     "^"      da        '"     '"'     ■■     '      öd 

Jetzt  ergiebt  sich,  dass  die  Funktionaldeterminante 


dy' 

dy' 

dy' 

dy' 

da 

dß 

dy 

dS 

de' 

dz' 

dz' 

dz' 

da 

dß 

dy 

dd 

dy 

dy 

dy 

dy 

da 

dß 

dy 

dö 

dz 

dz 

dz 

dz 

ö« 

dß 

dy 

dd 

=  l  +  [x-al 


ist.    Also  in  der  Umgebung  .r  ^=  a  ist  die  Funktionaldeterminante 
nicht  gleich  Null. 

Wenn  wir  die  Integralcurven  y  und  z  der  Lagrange'schen 
Gleichungen  so  bestimmen,  dass  sie  von  dem  Punkte  x  =  a,  y  :=  y^, 
z  =  z^  ausgehen,  so  erhalten  wir  einen  Bündel  von  diesem  Punkte. 

(1)  y  =  9  («>  «>  ß),      z  ^  t  {x,  u,  ß). 

Alle  Curven  dieses  Bündels  nennt  man  Lagrange'sche  Curven. 
Sie  unterscheiden  sich  durch  verschiedene  Werte  der  Parameter 
a  und  ß.  Nur  diese  Curven  können  nach  dem  Satze  von  Lagrange 
ein  Minimum  des  Integrales  liefern. 

Aus  den  Reihen  für  die  Funktionen  y  und  z  folgt: 

dy  dy 

da  dß 

dz_dz_    =(^-°)^+[^-«]s- 

da  dß 

Also  die  Determinante  ist  in  der  Umgebung  des  Punktes 
X  ^  a  nicht  gleich  Null.  Wir  können  also  ein  Gebiet  finden,  wo 
die  eindeutige  Umkehrung  nach  a  und  ß  aus  der  Gleichung  (1) 
möglich  ist.  Dieses  Gebiet  nennt  man  (siehe  Kneser)  „Feld". 
Jeder  Punkt  in  diesem  Gebiete  definirt  nur  eine  eindeutige  re- 
guläre Lagrange'sche  Curve.  Beschränken  wir  uns  auf  dieses 
Gebiet  (Feld)  und  nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  der  Endpunkt 
der  zu  untersuchenden  Minimalcurve  im  Felde  liegt. 
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Zweites  Kapitel. 
Die  neue  Methode  in  der  Variationsrechnung. 

Im  vorigen  Kapitel  hatten  wir  unser  Variationsproblem  auf 
die  Frage  reducirt :  Ob  eine  bestimmte  Gurve  mit  gegebenen 
Grenzwerten,  welche  die  notwendige  Bedingung  von  Lagrange 
erfüllt,  wirklich  ein  Minimum  des  bestimmten  Integrales  J  liefert? 

Diese  Frage  über  die  nicht  nur  notwendigen ,  sondern  auch 
zugleich  hinreichenden  Bedingungen  wollen  wir  mit  Hülfe  der 
von  D.  Hilbert ')  vorgeschlagenen  Modifikation  der  Weierstrass'- 
schen  Methode  zu  beantworten  versuchen. 

Diese  Methode,  die  bisher  nur  für  den  Fall  einer  gesuchten 
abhängigen  Funktion  durchgeführt  worden  ist,  ist  eben  die  Me- 
thode, welche  die  schöne  Umformung  der  Theorie  der  Variations- 
rechnung mit  sich  bringt.  In  dieser  Methode  wird  die  Be- 
trachtung der  ersten  Variation,  die  wir  im  vorigen  Kapitel 
vorgelegt  haben,  vollständig  entbehrlich.  Entwickeln  wir  diese 
Theorie  für  unseren  Fall  zweier  gesuchten  abhängigen  Funktionen. 
Unsere  Aufgabe  ist,  eine  solche  Raumcurve  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  zu  finden,  für  welche  das  Integral  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  wird,  d.  h.  folgende  Ungleichung  besteht 

JJ  =  j  JF(r,  2/,  z,  y',  z')  dx  -j  F{x,  y,  z,  y',  z')  dx>Q  (oder  <  0) 
'  a  a 

liinga  der  variirten  Curve  L  längs  der  Extremalcurve  M 

Co-rösser  als  Null  für  den  Fall  des  Minimums  und  kleiner  als 
Null  für  den  Fall  des  Maximums).  Dies  ist  die  DilFerenz  zweier 
Integrale,  welche  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  L  und  M  ge- 
nommen sind.  Stellen  wir  nun  die  Frage,  ob  es  möglich  sei,  ein 
solches  Integral  J*  =fE*dx  zu  bilden,  welches  dem  Werte  nach 
dem  Integrale 

.6 


/  Fdx 


a 

längs  der  Extreinalcarve  M 


gleich,  aber  auf  dem  Wege  L  genommen  ist.  Ist  ein  solches 
Integral  zu  bilden  möglich,  so  wird  unsere  Diflerenz  zweier  Inte- 
grale zu  einem  Integral 

JJ  =  j  {F-  E*)  dx>0  (oder  <  0) 


a 

längs  der  variirten  Carve  L 


')  D.  Hilbert,  Pariser  Vortrag  1900. 
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und  die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  kann  dann  zum  Studium 
der  Ungleichung 

f{F-E*)dx  >  0  (oder  <  0) 

a 

längs  der  variirlen  Curve  L 

reducirt  werden. 

Betrachten  wir  das  Integral 

J*  =  fw  +  iy-p)  F^  +  {B.  -  q)  FJ  dx 
a 
WO 

dy  ds 

^^'  ~  Ix'      ^-  ~  Ix 

F  =  F{x,y,z,p,q); 
^    dF{x,y,z,p,q)  _  ^    dF{x,y.  z,p,q) 

dp  '  «  dq 

und  p  und  q  zur  freien  Verfügung  stehende  Funktionen  von  x,  y,  z 
sind. 

Denken  wir  uns  eine  Schaar  von  Curven 

y  =  y{x,  «) 
Z  =1  z  {x.  «) 

die  zwischen  gegebenen  Anfangs-  und  Endpunkten  verlaufen.  Jeder 
bestimmte  Wert  des  Parameters  a  definirt  eine  bestimmte  Curve. 
Im  allgemeinen  liefert  eine  jede  dieser  Curven,  als  Integrationsweg 
genommen,  verschiedene  Werte  des  Integrals  J*. 

Stellen  wir  jetzt  die  Frage :  Wie  sind  solche  Funktionen 
p  (x,  y,  z),  q  (.T,  y,  z)  zu  definiren ,  dass  der  Wert  des  Integrales 
von  dem  Integrationswege,  d.  h.  von  der  Wahl  der  Funktionen 
y  (x),  z  {x)  unabhängig  wird  ? 

Das  Integral  hat  die  Form 

J*  =  J  {A  +  By^  +  C.er,)  dx  oder  J*  =  J  Adx  +  Bdy  +  Cdz 
a  'a 

WO 

A  =  F-pF^-qF^;       B  -  F^-       C  =  F, 

und  A,  B,  C  Funktionen  von  x,  y,  z  sind. 

Aus  dem  Cauchy'schen  Integralsatz  ist  es  bekannt,  dass  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  damit  das  Integral 

J  =  fPdx+Qdy 

wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  und  y  sind,  vom  Integrationswege 
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unabhängig  wird,  oder,  was  im  wesentlichen  dasselbe  ist,  auf  ge- 
schlossenem Integrationswege  verschwindet,  darin  besteht 

dP    _   dQ 

dy  dx 

"Wir  können  sofort  diesen  Satz  für  den  Fall  von  drei  Ver- 
änderlichen verallgemeinern.     Denken  wir  uns,   dass  das  Integral 

J  =-  J  Aäx  +  Bäy+  Cdz 

a 

WO  A,B,  C  Funktionen  von  x,y,z  sind,  auf  jedem  geschlossenen 
Wege  verschwindet.  Dieser  Weg  kann  eine  ebene  Curve  oder 
eine  Raumcurve  sein.  Nehmen  wir  als  Integrationsweg  eine  ebene 
Curve  auf  der  Ebene  s  =  z„.  Unser  Integral  erhält  dann  die 
Form 

J  =  J  Adx  +  BJy. 
a 

Nach  dem  Cauchy'schen  Satz  muss  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung 

dA   _   dB 
dy  dx 

für  z  ^=^  z,,  erfüllt  sein. 

Da  aber  z„  willkürlich  gewählt  war,  so  muss  diese  Relation 
identisch  erfüllt  sein.  Auf  ähnliche  Art  erhalten  wir  noch  zwei 
Bedingungen : 

dA   _   dC^_       du   _   dB 
dz  dx  '        dy  dz 

Unter  diesen  Bedingungen  ist  Adx  +  Bdy  +  Cdz  ein  volles 
Differential  dJ  und  das  Integral  J  vom  Integrationswege  unab- 
hängig. 

Diese  Bedingungen  für  unser  Integral  J  sind 

dF,       d(F-pF^-qF^)   _  Q 
dx  dy 

dF^_d{F-pF^-qFl^Q 
dx  dz 


dz  dy 

Wenn  wir   die  Ableitungen  nach   den  Argumenten  x,  y,  z,  p,  q 
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durch   Suffixe    bezeichnen,    lauten    diese   Bedingungen    folgender- 
massen 

+P(F,,P.  +  F^,q,  +  FJ  +  qiF,^p,  +  F,^q,  +  FJ  =  0 

(B)     F^^p.+  F^^q,+  F^-  F-  F^p-F,q,+p.F^  +  q.F,  + 

+  p(F,,p.+  F^,q.  +  FJ  +  qiF^^p,  +  F^,q.+  F^:)  =  0 

F,,P.+  F^^q,  +  F^-F^^p-F^„q-F,,  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  partielle  Diöerentialgleichungen  für 
zwei  Funktionen  p  und  q.  Dieses  System  besteht  aus  drei  Glei- 
chungen; es  findet  sich  aber  eine  Relation  zwischen  diesen  Glei- 
chungen, nämlich 

dB  _dC^       öC__dA^       dA       dB 

dz        dy         dx        dz     ,    dij        dx  ^ 

-  -—-\ 5 --i ^-^ =  0- 


dx  dy  dz 

Diese  aufgestellten  partiellen  Differentialgleichungen  (B)  haben 
einen  grossen  Zusammenhang  mit  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen von  Lagrange  (A) 

_^— ^  =0 
dx  öy 

(^)  ^dF 

dz'        dF  ^  Q 
dx         dz 

so  dass  die  gesuchten  Lösungen  p  und  q  bekannt  sind,  wenn  die 
Lösungen  der  Gleichungen  von  Lagrange  gefunden  sind.  Den 
Satz  über  den  Zusammenhang  der  genannten  Gleichungen  können 
wir  folgendermassen  formuliren. 

Construiren  wir  den  Bündel  der  Lagrange' sehen  Curven 

y  =  <p(x,  a,  ß) 
z  =  ^{x,  a,  ß) 

von  dem  Punkte  x  =  a,  y  =  y^,  z  ^  z^. 

Wenn    wir    die    gewöhnlichen  Differentialgleichungen    erster 
Ordnung 
(^  y.=p  {x,  y,  z) 

bilden,   die   diese  Integralcurven  ebenfalls  als  Lösungen  zulassen, 


so  sind  stets  die  Funktionen  p  und  q  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (B)  und  umgekehrt,  wenn 
p  (x,  y,  ^),  q  {x.  y,  z)  irgend  welche  Lösungen  der  partiellen  Difle- 
rentialgleichnngen  erster  Ordnung  (ß)  bedeuten,  so  sind  die  In- 
tegrale der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
(C)  zugleich  Integrale  der  Differentialgleichungen  2''"'  Ordnung 
von  Lagrange  (A),  oder  kürzer,  wenn 

y.  =  P  C^',  y,  ^) 
^x  =  <l{x,y,z) 

Integralgleichungen  erster  Ordnung  der  Differentialgleichungen 
2iw  Ordnung  (A)  von  Lagrange  sind,  so  stellen  p  {x,  y.  s),  q  (x,  y,  z) 
Integrale  der  partiellen  Differentialgleichungen  (B)  dar  und  um- 
gekehrt ,  die  Integx-alcurven  der  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen 2'"  Ordnung  (A)  sind  also  zugleich  die  Charakteristiken 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (C).  Der 
Beweis  ist  folgendermassen  zu  führen. 
Sei 

„,  y  =  fp{x,(',ß) 

jene  zweifache  Schaar  von  Integralcurven  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen von  Lagrange  (A),  die  von  dem  Punkte  {x  =  a, 
y  =  y.<  ^  =  ^.)  ausgehen 

^^ 

^  dy'        dF 

dx  du 

dz'        dF 
dx  dz 


:=    0 


=  0. 


Die  Integralgleichungen  (1)  machen  die  Gleichungen  von  La- 
grange zu  Identitäten  in  a  und  ß.  Wir  können  uns  jetzt  als 
a  und  ß  beliebige  Funktionen  von  x,  y.  z  denken  und  die  Glei- 
chungen von  Lagrange  werden  dann  Identitäten  in  x,  y,  z. 

Im  Felde,  d.  h.  im  Gebiete,  wo 


+  0 


ist.  ist  es  möglich,  die  Umkehrung  a  und  ß  zu  vollziehen: 

u  =  cc{x,y,z) 

ß  =  ß{x,y,^)- 
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Setzen  wir  diese  «  und  ß  in  ii,s,y',z',y",  z'\  so  verwandeln 
sie  sich  in 

y,   z,  p{x,y,z),   q{x.y,z),  iK+2),p+p.q.    q.  +  Q.P  +  fM- 

Die  Gleichungen  von  Lagrange  werden  infolgedessen  Iden- 
titäten in  x,y,z  folgender  Art: 

^     '   F,.^(pM\P+P/i)  +  F,M.+qji+q.q)  +  F^^p  +  F,,q+F,-F,  =  0. 

Diese  Gleichungen  fassen  wir  als  partielle  Differentialglei- 
chungen für  die  Funktionen  p  und  q  auf.  Für  diese  partiellen 
Diiferentialgleichungen  und  die  Differentialgleichungen  von  La- 
grange gilt  offenbar  der  Satz,  dass  wenn 

y.  =  P  {^,  y,  z) 
z.  =  qi3^<y,^) 

die  Litegralgleichungen  erster  Ordnung  der  Diiferentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  Lagrange  sind ,  so  stellen  p  {x.  y,  z)  und 
q(x,y,z)  die  Integrale  der  partiellen  Diiferentialgleichungen  (B*) 
dar  und  umgekehrt. 

Wollen  wii'  nun  beweisen,  dass  das  System  (B*)  dem  System 
(B)  vollständig  äquivalent  ist. 

Die  Gleichungen  (B)  können  wir  in  folgender  Form  schreiben 

F„{p.+p,p+p/l)  +  F^^(q,+  q,p  +  q.q)  +  F^,p  +  F^,q  +  F^.- 

-F-qiF^jK+F,,q.+  F^-F,^p-F^„q-FJ  =  0 
(B)    {  F,„XiK+p,p+PA)  +  FJq.+q,p  +  q.q)+F^,p  +  F^^q  +  F^^- 

-F,+p{F^,p.+F^^q,+  F^-F^^p-F^^q-FJ  =  0 

F,,p.  +  F^^q..+F^.-F„p-F,,q-F^,  =  0 

wenn  wir  die  erste  Gleichung  mit 

i{F^,P.  +  F^^q,  +  F^:) 
und  die  zweite  Gleichung  mit 

P{F,^p,  +  F^^q^  +  FJ 

addiren  und  snbtrahiren. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichungen  ist  es  offenbar,  dass,  wenn 
die  Gleichungen  (B)  befriedigt  sind,  die  zwei  Gleichungen  (B*) 
auch  befriedigt  sein  müssen. 

Um  das  Umgekehrte  zu  beweisen,  dass  die  Gleichungen  (B) 
befriedigt  sind,  wenn  die  Gleichungen  (B*)  befriedigt  sind,  ver- 
fahren wir  derart : 
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Bezeichnen   wir  mit  -r— ,  "^— ,  — -    die    partielle   Differention 

OS       0)1       ox  ^ 

nach  z,  y,  x,  indem  ]}  und  c[   als  Funktionen    von  x,  y,  z  zu  denken 
sind,  also 

Öi^.,  -r.  -n,  ^ 


dz 

dy 

dz 
dF 


=  F,^p,+F^„q^+F^^ 


so  können  wir  die  Gleichungen  (B*)  in  der  Form  darstellen: 

dF  öF        dF 

dz  dy  dx  ' 

dF  dF        dF 

dz  dy         dx 

Differenziren  wir  die  erste  Identität  nach  z,   die  zweite  nach 

y  und  subtrahiren,  so  bekommen  wir 


V  dz  dy  )  \  dz  dy  j    ^      \  dz  dy 


dz  dy  dx 

(D) 

^    ^  ,  JdF^       dF 


dz         dy 
wo 

^-^  ^  F„,K  +  F,,^q^  +  F^^-F,^p^-F^^q,-F^,  ^  V 

genau  die  linke  Seite  der  dritten  Gleichung  (B)  ist.  Bezeichnen 
wir  diesen  Ausdruck  mit  V.  Unser  Ziel  ist  zu  beweisen,  dass 
der  Ausdruck  V  identisch  Null  ist ,  wenn  die  Gleichungen  (B*) 
befriedigt  sind.  Fassen  wir  die  Gleichung  (D)  als  partielle  Diffe- 
rentialgleichung für   V  auf 

Stellen  wir   die  Differentialgleichungen   der  Charakteristiken 
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dieser  linearen  partiellen  Gleichung  (D)  anf 
dy   _   ds   _   dx   _  dV 

~V  ~  ~T  ~  '^  ~  ~  fe  +  ff.)  " 
Die  Gleichungen 

haben ,  wie  wir  schon  wissen ,  als  Integralcurven   den  Bündel  der 
Lagrange' sehen  Curven  von  dem  Punkte  x  =  a,  y  —  «/„,  ^  =  ^. : 

y  =  (p{x,a,ß) 
W  s  ^  t{x,ci,ß) 

oder   nach  den  willkürlichen  Constanten  «  und  ß  aufgelöst  (unter 
der  Bedingung  (paf^—fita  ^=  0,  was  im  Felde  erfüllt  ist) 

«  =  cc{x,y,z) 
(2)  ß  =  ß{x,y,z). 

Die  dritte  Gleichung  der  Charakteristiken  ist 

wo  wir  y  und  s  als  Funktionen  von  x.  u,  ß  aus  den  Gleichungen  (1) 
ausgedrückt  denken  und  dann  a  und  ß  als  Parameter  halten. 
Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

Ve'  =  C. 

Die  vollständige  Lösung  der   linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (D)  ist  also 

y=e     '  (i  =  ii(x,y,.).^[ccix,y,z),ß(x,y,z)] 

wo  0  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

Nur  nach    der  Integration    sind   die  Ausdrücke  (2)  « {x,  y,  z) 
und  ß  (x.  y,  z)  in 


zu  setzen. 


a 
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Berechnen    wir    die  Ausdrücke  i\  und  q^  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2) 

Qb   =    ■4'xatti  +  ri'xfßi. 

Aus  den  Gleichungen 

1  =  (p„ag+(fißu;  0  =  (patts+rpfßz 

0  =  4'„au+t,iß,j;  1  =  HfaKz  +  tfißz 

erhalten  wir  a^,  «.,  ß^,  ß^ : 

i>ß        .  -<Pß 

/v        ' *  *v       _       _  '  ' 


qP,,  tfi  —  tu  fpß  (fa  tß  —  i>a  (pß 

ß,  =  ^~t^  ;      ß^  -       "" 


9"  4'ß  -  «/»u  <Pß  '  Vc  i'ß  —  <Pß  ta 

Der  Ausdruck  2'y'^l,  wird  dann 

,  _      (pxu  H>ß  +  Ipxß  y«  —  (pxß  i'a  —  i'xa  (pß      _      [(patß-Cpßtu]x 

q^atß—Vßt«  'Pafß—'Pß'^a 

WO  der  Ausdruck  [(pafß—fpßi'a],  die  Ableitung  von  q)atß—  (pßi'a 
nacli  :/;  bei  constant  gehaltenen  «  und  ß  bedeutet. 

Die  Lösung   V  der   linearen  partiellen  Gleichung  (D)  ist  also 

Für  unseren  Fall  ist  der  Ausdruck 
da 

einen  Bündel  von  dem  Punkte  (.r  =  a,  y  ^  qj^^,  z  =  zj  bedeuten, 
und  dieses  ist  eben  das  Wesentliche.  "Wenn  wir  das  zu  unter- 
suchende Gebiet  nur  auf  das  Feld  beschränken,  also  auf  das  Gebiet, 
in  welchem  in  keinem  anderen  Punkte  ausser  x  ^  a  der  Ausdruck 
J(a,x)  ^  (pa^ß  —  tpß^u  verschwindet,  so  wird  in  diesem  Gebiete 
der  Ausdruck   V  identisch  Null  sein 

V  =  F   p  +F   q  +F   -F  p  -F  q  -F    =0. 

Dies    ist   aber    genau   die    dritte   Gleichung   des   Systems  (B). 
Daher  können  wir  jetzt  schliessen,  dass  wenn  die  Gleichungen  (B*) 
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^  '  FJp.+P,P+pjj)  +  F^^{q^+g,p+q/l)  +  F^^p+F,^^q  +  F^-F^^O 
befriedigt  sind,  auch  die  Gleichungen  (B)  befriedigt  sind 

F^,{p,+P,p+P.q)+F^^  ((/,+  q^p  +  q.q)+F^^p  +  F^/i+  F,,-  F- 
- q  {F^/P..  +  F,,q,  +  F^,  -  F^^p^, -  F„  5.„ -  FJ  ^  0 
(B)    FJp,+2\P  +  PA)  +  FJq.  +  q,p  +  q,q)  +F^^p+F^,q  +  F^,~F,+ 
+PiF^^p.+  F^^q^  +  F^~F^^p-F^^q-FJ  =  0 

F,,p,+  F^^q..  +  F^-F^,p-F^,q,-F^^,  =  0, 

wenn  das  zu  untei'suchende  Gebiet  ein  Feld  ist,  oder,  wie  man 
noch  sagt ,  „??2  Feld''  ist ,  da  hier  zu  jedem  Punkte  eindeutige 
Werte  für  ^)  und  q  gehören. 

Der  erste  Punkt,  wo  der  Ausdruck  q)atl>,-i  —  <Pi'4'u  znm  ersten 
Mal  ausser  x  =  «  verschwindet,  ist  ein  singulärer  Punkt;  man 
nennt  diesen  Punkt  „den  conjugirten  Punkt  zum  Anfangspunkt 
X  =  ft".  Die  Beschränkung  des  zu  untersuchenden  Gebietes  auf 
das  Feld  nennt  man  „Jacobi'sche  Bedingung". 

Nehmen  wir  jetzt  als  Integrationsweg  für  das  Integral  J* 
eine  Integralcurve  31  der  Gleichungen  (C) 

also  eine  Lagrange'sche  Curve,  so  wird 

J*  =f  \F+{y^ -p) F^  +  (^, - q) fJcIx  =  f  Fclv. 
a  a 

längs  irgend  einem  Wege  i  längs  der  Lagrango'schen  Cnive  J/ 

Fragen  wir  nun,  was  uns  die  Betrachtung  des  Integrales  J* 
gegeben  hat.  Für  diejenigen  i;  und  q,  die  den  Lagrange'schen 
Gleichungen  genügen,  ist  dieses  aufgestellte  Integral  vom  Inte- 
grationswege unabhängig  und  dem  Werte  nach  dem  Integrale 

J  =  j  Fax 

a 

längs  der  Lagrange'schen  Cnrre  il 

gleich. 

Aus  den  Untersuchungen  von  Lagrange  wissen  wir,  dass  die 
Minimalcurve   notwendig   eine  Lagrange'sche   Curve  ist.     (Später 
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werden  wir   aber   diesen  Satz  von  Lagrange    ohne  Hülfe   der  Be- 
trachtung der  ersten  Variation  beweisen.) 

Wir  sehen  jetzt,  dass  das  Integral  ./*  allen  unseren  Bedin- 
gungen genügt  und  können  also  mit  dessen  Hülfe  die  Differenz 
zweier  Integrale,  auf  verschiedenen  Wegen  genommen,  in  der 
Hauptungleichung  der  Variationsrechnung  zu  einem  Integrale,  längs 
der  benachbarten  Curve  L{y  =  y  (r),  z  =  z  (j ))  genommen ,  zu- 
sammenziehen 


J.T 


f  Fdx 


f  Fdx  >  0 


a  a 

längs  der  benachbarten  Carve     lings  der  Miniraaknrve 


JJ 


J  Edx: 


längs  der  benachbarten  Onrve  L  |     


y  =  y(^) 


!(X) 


WO  E  der  von  7  Argumenten  x,y,  z,y,,  z^,2),q  abhängige  Ausdruck 
ist 

E  =  F{y,,z,)-~F{p^q)-{y-p)^-{z^-q)^. 

Also,    für   das    Eintreten    des   Minimums   im  pq  Felde,   muss 
als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  die  Ungleichung 

JJ  =  /  Edx  >  0 

a 

für  alle  erlaubten  benachbarten  Curven  bestehen.  Wir  sehen,  dass 
E  verschwindet,  wenn  die  Richtungselemente  der  benachbarten 
Curve  mit  den  Richtungselementen  der  Minimalcurve  zusammen- 
fallen.    Dieses   Verschwinden  ist   wohl  erlaubt,    man  sagt   dann 

(s.  Kneser),  dass  E  — 
die  Weierstrass'sche 
Funktion  —  „ordent- 
lich verschwindet". 

Wählen  wir  nun, 
als  variirte  benach- 
barte Curve  die  Curve 

nimalcurve  ist  und  die 
Punkte  m  und  n  belie- 
big gewählte  Punkte 
auf  der  Minimalcurve 
Fig.  3.  sind  (s.  Fig.  3).    Auf 
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der  Strecke  Aw  und  nB  ist  E  =  0.     Die  Ungleichung 

jj  =  1  E(]x>0 
a 

längs  AmluB 

bekommt  also  die  Form 

JJ  =  J  Edx  >  0. 
a 

längs  tiiln 

Diese  Ungleickung  muss  für  jede  beliebig  kleine  Strecke  mhi 
zwischen  den  gegebenen  Anfangs-  und  Endpunkten  gelten  und 
also  das  Integrand  E  selbst  stets  grösser  als  Null  bleiben: 

E>0  für  den  Fall  des  Minimums  und 
£  <  0  für  den  Fall  des  Maximums. 

Die  Hauptsache  ist,  dass  E  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt, 
da  in  solchem  Falle  sicherlich  kein  Extrem  eintreten  kann.  Die 
Ungleichung 

E>0 

für  alle  erlaubten  Werte    der  Argumente  ist  also  die  notwendige 
und  hinreichende  Beilingung,  dass  die  zu  untersuchende  Curve 

y  =  q>{.r) 
z  =^  ■tp{x) 

ein  wirkliches  Minimum  des  Integrales  J  liefert. 

In  allen  Punkten  eines  gewissen,  den  Bogen  AU  der  Minimal- 
curve  umfassenden  Gebietes  (Feld),  muss  E  ein  festes  Vorzeichen 
für  alle  mögliche  Richtungselemente  i/„  z,  behalten.  Wenn  die 
Ungleichung  E>0  nur  für  solche  >/„  z^  besteht ,  die  sich  wenig 
von  den  entsprechenden  Richtungselementen  der  Miniuialcurve 
unterscheiden,  so  ist  nur  ein  schwaches  Jlinimum  gesichert.  Bleibt 
E'^0  für  die  Linienelemeute  aller  möglichen  benachbarten  Curven, 
so  ist  das  starke  Minimum  gesichert. 

Es  kommt  wohl  vor,  dass  die  Funktion  E  bei  regulärer  Va- 
riation ein  festes  Vorzeichen  behält  und  dass  sie  ihr  Vorzeichen 
wechselt,  wenn  die  Variation  in  weiterem  Sinne  gefasst  ist.  Diese 
Thatsache  hat  Weierstrass  „mit  bewundernswerter  kritischer 
Schärfe"  erfasst.  (D.  Hubert,  Vortrag  „zum  Gedächtniss  an  Karl 
Weierstrass".) 

Betrachten  wir  einen  Punkt  auf  der  Minimalcurve  AB  selbst 
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oder  im  benachbarten  Gebiete  als  fest  gegeben,  so  können  wir 
die  Ungleichung 

wo  p  =  y^.  q  =  z^  die  Eichtungselemente  der  variirten  Curve  sind, 
folgendermassen  geometrisch  interpretiren  (analog  wie  Zermelo 
diese  Ungleichung  für  den  Fall  einer  unbekannten  Funktion 
interpretirt  hat). 

Denken  wir  uns  im  Räume  F,  p,  q  eine  Fläche 

F  =  F{p,  q), 

wobei  X,  y,  z  als  Parameter  angesehen  werden. 
Dividiren  wir  die  Ungleichung  £"  ;>  0  mit 

I  %p-pf + (a-  iY + (F-  Fy\-\  \jFi +f:+i\ 

wo  2^  ^^d  q  die  Richtungselemente  der  Minimalcurve  und  2^  und  q 
die  Richtungselemente  der  entsprechenden  benachbarten  Curve 
y„  s,  sind  und  wo 

F=  Fip,q) 
so  erhalten  wir 

F-F  1 


\s^F;  +  F:  +  1\     \\/(p-py+{q-qy-  +  (F-Fy\ 

p-p  K 


\^ip-pr+{q-qr+{F-Fy\  |v/i^;+i^+i| 

- (g-g) -  ^^  ^0 

\y{p-p)l+iq-qyHF-Fy\  \^f;+f-+i\ 

Wenn  wir  uns_eine  gerade  Linie  denken,  welche  die  Punkte 
M{F,2i,q)  und  M'{F,2hq)  verbindet,  und  sie  mit  L  bezeichnen  und 
die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  M{p,  q,  F)  mit  1^  bezeichnen, 
so  erhalten  wir 


cos(Z,ij)  = 

P-P 

"^{p-py+iq-qy+iF-Fy 

cos  {L,q)  = 

q-q 

^{p-i^'+iq-qy+(F-Fy 

ios  (L.F)  = 

F-F 

"^{p-py+iq-qy+iF-Fy 
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cos  (N,  p) 
cos  {N,  q) 
cos  (iV,  F) 


S/Fl+F^  +  l 

\)Fl  +  Fl+l 
-1 

\jFl  +  Fl  +  \ 


Fig.  4. 

Die  Ungleichung  £  >  0  drückt  also  aus,  dass 

cos  (L,  iV)  <  0 

ist  für  den  Fall  des  Minimums.  Das  heisst,  dass  der  Winkel 
zwischen  der  Sekante  L  und  der  Normale  N  zu  der  Fläche  im 
Punkte  M(p,  q,  F) ,  welcher  der  Minimalcurve  entspricht,  stets 
grösser  als  ein  rechter  Winkel  für  den  Fall  des  wirklichen  Mini- 
mums sein  soll.  Die  Weierstrass'sche  Bedingung  sagt  also  aus, 
dass  im  Falle  des  Minimums  die  Fläche  F  ganz  auf  einer  Seite 
ihrer  Tangentialebene  im  Punkte  i)/ (2^,5,  i*'),  welcher  der  Minimal- 
curve entspricht,  liegt.  Den  festen  Punkt  x,  y,  z  wählen  wir  auf 
der  Minimalcurve  selbst  oder  im  umliegenden  Felde.  Für  das 
Eintreten  des  schwachen  Minimums  ist  wohl  notwendig  und  hin- 
reichend ,  dass  -B  ^  0  ist  für  die  festen  Werte  im  Felde  a;,  y,  z 
und  für  solche  Elemente  p,  q,  deren  DilFerenzen  (p—p),  (q  —  q) 
unter  einer  kleinen  Grenze  schwanken.  Wenn  Jp  =  {p  —pi)  und 
Jq  =  {q  —  q)  hinreichend  klein  sind,  so  können  wir  F{p  +  Jp,  q  +  Jq) 
in  der  Reihe  entwickeln 

F{p+Jp,q  +  Jq)  =  F{p,q)  +  JpF^  +  JqF^  + 
+  i{Jq'F,,  +  2JqJpF^^  +  Jp'FJ  +  -- 

3 
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Die  Weierstrass'sche  Funktion  E  wird  dann 

E  =  Jp'  F„^  +  2  Jp  Jq  7';,  +  Jr/  F^,^+--. 
Den  Ausdruck 

E*  =  Jp'F,.^  +  2JpJqF^„,  +  J(/F,^ 
können  wir,  wenn  F^,^  4=  0  ist,  so  umformen 

F,,E*  =  {F^^Jp  +  F,,^Jqy  +  {F,,^F,-Fl)  Jt- 
Es  geht  aus  dieser  Umformung  hervor,  dass  wenn  für  die 
Lagrange'sche  Curve  F^^^F,^^— F^^::^  U  ist,  E*{p,q)  stets  dasselbe 
Vorzeichen  wie  7^,,^,  hat  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  z/p 
und  Jq  gleich  Null  sind.  Also  E*  ist  eine  „definite  quadratische 
Form". 

Es  existirt  bekanntlich  der  Satz^):  In  der  Funktion  von  2 
Veränderlichen  (in  unserem  Falle  Jp,  Jq) ,  welche  kleine  Werte 
haben,  sind  die  Glieder  höherer  Dimension  gegen  die  quadratischen 
sicher  zu  vernachlässigen,  wenn  die  von  diesen  Variabein  gebildete 
quadratische  Form  nicht  auf  weniger  als  zwei  Quadrate  linearer 
Ausdrücke  reducirbar  ist.  Daraus  können  wir  also  schliessen,  dass 
die  Weierstrass'sche  Funktion  E  bei  zugelassenen  ^)  und  q  sicher 
von  einem  Vorzeichen  ist,  wenn  F^,^F,j^  —  F'^,^>'0  für  die  La- 
grange'sche Curve  ist.  Das  schwache  Extrem  des  Integrales  ist 
folglich  im  Felde  gesichert.  Das  Minimum  tritt  auf,  wenn  F^^  >-  0 
ist  und  das  Maximum ,  wenn  F^,^,  <:  0  ist.  (Bei  der  Annahme 
F  F  —  F'  >- 0  sind  F,„  und  F„,  beide  von  Null  verschieden  und 
haben  dasselbe  Vorzeichen.) 

Geometrisch  sagt  das  aus,  dass  wenn  die  Fläche 

F=  F{p,q) 

in  dem  Punkte  {F,p,q),  welcher  den  Extremalwerten  p,q  ent- 
spricht, und  in  seiner  Nähe  elliptisch  gekrümmt  ist,  ein  schwaches 
Extrem  im  Felde  gesichert  ist. 

Wenn  die  Fläche  überall  elliptisch  gekrümmt  ist ,  d.  h.  für 
alle  möglichen  p,  q 

F    F  -F'  >0 

pp    11        PI 

so  liegt  die  Fläche  sicherlich  ganz  auf  einer  Seite  ihrer  Tan- 
gentialebene und  erfüllt  dadurch  die  Weierstrass'schen  Bedingungen 
hinreichend : 

£  >  0  (für  F^^  >  0)   oder   E  <  0  (für  i^„  <  0). 


')  Kneser,  Math.  Ann.  Bd.  51. 
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Die  Bedingung 

TP        11  PI 

fdi-  irgend  einen  Punkt  im  Felde   und   für   alle  möglichen  p,  q  ist 
also  die  hinreichende,   nicht   aber  zugleich  notwendige  Bedingung 
für  das  Eintreten  des  Minimums  oder  des  Maximums.    Man  nennt 
sie  die  „Legendre'sche  Bedingung". 
Denken  wir  uns  jetzt,  dass 

F   F  -F'  <cO 

FP        11  PI 

für  die  Lagrange'sche  Curve  ist,  so  ist  der  Ausdruck 

E*  =  Jp'F^^  +  2JpJqF^^+Jq'F,^ 

eine  indefinite  quadratische  Form. 

Denn,  ist  z.  B.  F^^  =J=  0,  so  zeigt  die  Gleichung 

(F^^Jp  +  F^^Jqy-  =  (Fl-F^^FJJr+u 

dass  F^^E*  positiv  und  negativ  sein  kann,  und  zwar  kann  F _  E* 
jeden  positiven  "Wert  u  bei  beliebigen  Jq  und  jeden  negativen 
Wert  u  wenigstens  dann  annehmen,  wenn 

isti). 

Die  Weierstrass'sche  Funktion  kann  also  auch  ihr  Vorzeichen 
wechseln  und  das  Vorhandensein  des  schwachen  Extrems  ist  folg- 
lich unmöglich.  Und  da  das  starke  Extrem  notwendig  das  Vor- 
handensein des  schwachen  voraussetzt,  so  ist  in  diesem  Falle  auch 
das  starke  Extrem  unmöglich. 

Ist 

F    F  -F'  <0 

pp    11        PI 

längs  der  Extremalcurve ,  so  sagt  es  geometrisch  aus ,  dass  die 
Fläche  F  =  F{p,  q)  in  den  entsprechenden  Punkten  hyperbolisch 
gekrümmt  ist.  In  diesem  Falle  schneidet  die  Tangentialebene 
sicher  die  Fläche  durch  und  die  Weierstrass'sche  Funktion  E  kann 
ihr  Vorzeichen  ändern.  Das  Extrem  kann  also  nicht  eintreten. 
Die  Untersuchung  der  Fläche  F  ^  F  {p,  q)  lehrt  uns ,  ob  ein 
Extrem  existirt  oder  nicht  und  wenn  es  existirt  — •  wie  stark  wir 
die  Curve  variiren  können,  um  das  Extrem  noch  zu  behalten. 
Die  Betrachtung  des  Falles 

F   F  -F'   =  0 

rp      11  Ti 

auf  der  Minimalcurve  schliessen  wir  aus. 


^)  Stolz,  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

3* 
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Als  Beispiel,  wo  das  starke  Minimum  des  Integrales  auftritt, 
können  wir  folgende  Aufgabe  betrachten. 

Die  kürzeste  Linie  im  Räume  zwischen  gegebenen  Grenz- 
punkten zu  finden,  also  zwei  Funktionen  derart  zu  ermitteln, 
dass  das  Integral  zwischen  festen  Grenzen 


J  =  f\ll  +  if  +  z'"-dx 


dx  '  dx 


zum  Minimum  wird.     Die  Gleichungen  von  Lagrange  sind  hier 


'o^ 


'  y'  -  0; 


dx   y/i  +  y»  +  ^'»  '         dx   y/i  +  2/"  +  ^'= 

Die  Integralcnrven  sind 


'^o'^ 


y  =  ttx  +  y 
z  =  /3a; +  d. 

Denken  wir  den  Anfangspunkt  der  Minimalcurve  in  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gelegt.  Definirt  man  die  Integral- 
curven,  welche  durch  den  Anfangspunkt  gehen,  so  bekommt  man 
den  Bündel  der  Lagrange'schen  Curven 

y  =  ax 
z  =  ßx 

Der  Ausdruck 

fpali'il—fpß'lpa 

ist  in  diesem  Falle  gleich  x' ;  wir  sehen,  dass  es  keinen  conjugirten 
Punkt  giebt.  Die  Hülfsfläche  F  =  F{p,  q)  ist  hier  F  =  \/T+^?  +  q'. 
Sie  ist  überall  elliptisch  gekrümmt,  da  stets 


und  da 


F    F  -F^    -  Ii±^l(l±l^lzi^>o 
■^  pp-^  11     ^  ri  n  ^p'  -).  qy  — 

(i+p'  +  qr 

ist,  so  schliessen  wir:  die  hinreichende  Bedingung  für  das  Ein- 
treten des  starken  Minimums  ist  erfüllt  und  die  gerade  Linie  ist 
also  die  kürzeste  Linie  im  Räume. 

Als  Beispiel,  dass  ein  Minimum  des  Integrales  existiren  kann, 
wenn  wir  nur  die  reguläre  Variation  betrachten  und  zugleich 
kein  Minimum  in  dem  erweiterten  Sinne  vorhanden  ist,  betrachten 
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wir  die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  für  das  Integral 

0 

mit  den  Grenzbedingungen  für :  x  =  0  sind  .'/  =  0,  ^  =  0 
Die  Differentialgleichungen  von  Lagrange  sind  hier 

^Ml  =  0-      ^^  =  0 

dx  '  dx 

Die  Lagrange'schen  Curven 

y  =  (ix;         z  =z  ßx 

sind  gerade  Linien  aus  dem  Punkte  (0,  0,  0).  Die  zu  untersuchende 
Curve  wird 

y  =  x;         z  =  X. 

Die  Hülfsfläche  F  =  F{2h  q)  ist  hier  nicht  überall  elliptisch 
gekrümmt,  da  der  Ausdruck 

nicht  immer  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Wohl  ist  die  Fläche  aber 
im  Punkte  (/>  =  1,  5^1)  elliptisch  gekrümmt,  und  es  ist  also 
kein  starkes ,  sondern  nur  ein  schwaches  Minimum  gesichert 
{F,,  =  ßp>0  für  p  =  1). 

Die  Weierstrass'sche  Funktion  E  für  diesen  Fall  wird 

E  =  (l  +  ,j7+(l  +  g7-l-l_3V-3§'  =  r,"(V+3)  +  r  (e'+3) 
wo 

rj' =  p-p;         ^'=q-q 
sind. 

Wir  sehen,  dass  wir  \7j'\  und  [^'1  nur  unter  der  Grenze  3 
variiren  dürfen,  um  das  Minimum  gesichert  zu  haben. 

Als  interessante  Aufgabe  der  Variationsrechnung  kann  man 
die  Aufgabe  der  Mechanik  über  die  Bewegung  eines  Punktes 
im  Räume  x,  y,  z  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  unter  dem 
EinÜuss  der  Kräftefunktion  u  {x,  y,  s)  ansehen.  Das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  besteht  darin: 

Die  wirkliche  Trajektorie  des  bewegenden  Punktes  unter  dem 
Einflüsse  der  Kräftefunktion  u  {x,  y,  z) ,  wenn  man  diesen  Punkt 
so  wirft,    dass   er  den  anderen  festen  Punkt  erreicht,    ist  eine 
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solche  Curve,   für   welclie  die  erste  Variation  des  Integrales  (ge- 
nannt „Aktion") 

J  =  J    V2  [« (•*•,  y,  ^)  +  /']  Vi/" + ^"  + 1  äx 
(1) 

wo  /*  eine  Constante  ist,  verschwindet. 

Für  dieses  Integral  ist  die  hinreichende  Weierstrass'sche  Be- 
dingung für  das  Eintreten  des  starken  Minimums  im  Felde  er- 
füllt, da 

und 

F     ^  ^+t ^0 

ist. 

Das  Hamilton'sche  Princip  für  die  Bewegung  eines  Punktes 
in  der  Ebene  {y,  z)  unter  dem  Einflüsse  der  Kräftefunktion  u  (y,  s) 
liefert  auch  die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  unseres  Falles. 
Das  Hamilton'sche  Princip  lautet,  dass  die  wirkliche  Trajektorie 
des  bewegenden  Punktes,  der  zur  Zeit  x„  im  Punkte  {y^,,  z„)  und 
zur  Zeit  x^  im  Punkte  (//,, .?,)  sich  befindet,  eine  solche  Curve  ist, 
welche  die  erste  Variation  des  Integrales 


^ö'- 


clx 


im  Vergleich  zu  allen  möglichen  benachbarten  Curven  mit  den- 
selben Grenzpunkten  verschwinden  lässt. 

Die  Hülfsfläche  F  ist  hier  auch  überall  elliptisch  gekrümmt 
und  das  starke  Extrem  ist  also  im  Felde  gesichert  und  zwar  das 
Minimum,  da  F^,^  =  1,  also  grösser  als  Null  ist. 

Wollen  wir  jetzt  das  Beispiel  von  Gralilei  studiren ,  nämlich : 
die  Bewegung  in  der  vertikalen  Ebene  [y,  s\  eines  Punktes  mit 
der  Masse  Eins  zwischen  zwei  festen  Punkten  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Anziehungskraft  der  Erde. 

Stellen  wir  die  ä'-Axc  vertikal ,  die  positive  Richtung  nach 
oben.  Der  Ausgangspunkt  der  Bewegung  zur  Zeit  a;  =  0  sei  im 
Anfangspunkte  der  Koordinaten  gelegt.  Nach  dem  Hamilton'schen 
Princip  muss  die  erste  Variation  des  Integrales 

0 

verschwinden. 


J==f\-<j.  +  ^L^\äx 
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Die  Gleichungen  von  Lagrange  sind 

y"  -  0;        /'  =  -g. 
Die  Lagrange'schen  Curven  sind  also 
%j  —  ax 
z  =  -g-^Ar^x. 

Der  Jacobi'sche  Ausdruck  (pa4'ii  —  <P,iti<   ist  gleich  x'';    er  ver- 
schwindet nirgends  ausser  x  =  0,  das  Feld  ist  also  gesichert. 

Die  Hülfsfläche  F  =  —  gs  +      ^        ist    hier    überall   ellptisch 

gekrümmt,  da  der  Ausdruck 


ö//     ög*       \  d})  dq 
ist;    also    ist    das    Extrem    gesichert    und    weil      ^    >  0    ist,    so 
haben  wir  den  Fall  des  Blinimums. 


ürittes  Kapitel. 
Die  Jacobi'sche  Bedingung. 

Wir  haben   im   vorhergehenden  Kapitel  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen   für   das  Eintreten   des   Minimums    des 

Integrales  J  ^  J  F(x,  y,  s,  y',  s')  dx   im   Felde   aufgestellt.     „Das 

a 
Feld"   haben  wir   als    ein   solches  Gebiet  bezeichnet,   wo  die  La- 
grange'schen Curven 

Z    =    ^{x,K,ß) 

regulär  verlaufen   und   wo   die  kritische  Determinante  von  Jacobi 

J  (a,  X)   =   <pa  i>^1  —  (p^  Ipa 

nirgends  als  im  Anfangspunkte   des  Bündels  x  =  a  verschwindet. 

Dadurch   haben   wir   eine    eindeutige   stetige  Fortsetzung  der 

Schaar    gesichert.     Den    kritischen    Punkt,    wo    zum    ersten    Mal 

ausser  x  ^  a  der  Ausdruck  J  (a,  x)  verschwindet ,    haben  wir  den 
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conjagirten  Paukt  zum  Anfangspunkt  genannt.  Man  kami  ihn 
als  Verzweigungspunkt  der  Scbaar  auiiassen.  Denken  wir,  dass 
die   Curve   aus   dem   Bündel  (1)  bei  «  ^  «„ ,  /3  =  /3„   die   Minimal- 

/ 
curve  des  Integrales  J"  =  /  F{x,y,z,y',  z')dx  ist.     Sei 

a 
y  =  (p{x,  u,  +  dK„ß,+  dß,) 

s  =  i,{x,a,+  da„ß,+  8ß,) 

ihre  benachbarte  Lagrange'scbe  Curve.  Entwickeln  wir  die  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen  nach  Sa,  dß,  so  bekommen  wir 

y  =  (p{x,a^,ß^)  +  (pada  +  fp^dß  +  --- 

z  =  tix,cc^,ß,)+ipaSa+tßSß  +  --- 

Ist  die  Bedingung  (paipft  —  fp^t^a  4=  0  erfüllt,  so  kann  man  öu 
und  Sß  aus  diesen  Gleichungen  eindeutig  berechnen.  Setzt  man 
die  berechneten  Werte  in 

-TZ    —    <px+(paxSa+(piij,Sß-\ 


dz_ 
dx 
so  kommt  heraus 


=  ^x  +  ^i,xSu  +  i>^^8ß  +  - 


äs  . 

-^  =  q{x,y,z). 

Die  erhaltenen  eindeutigen  Funktionen  p  {x,  y,  z)  und  q  {x,  y,  z) 
bilden  ein  reguläres  ;,j:)  — g'-Feld".  Wenn  aber  der  Ausdruck 
(pai's  —  (P;s'ta  =  0  wlrd ,  SO  kauu  man  dieses  Verfahren  nicht 
durchführen. 

Ueber  die  Ausdehnung  des  Feldes  können  wir  folgendes  sagen. 
Man  kann  solche  lineare  Differentialgleichungen  aufstellen,  die  die 
Elemente  des  kritischen  Ausdruckes  von  Jacobi  als  particuläre 
Integrale  haben  und  also  demnach  könnte  man  über  die  Ausdeh- 
nung des  Feldes  urteilen. 

Die  Gleichungen  von  Lagrange 

^-F,  =  0,         ^-F.  =  0 
dx  "  dx 

sind  für  ihre  Integralcurven  y  ^  cp  {x,  a.  ß),  z  =^  ip  (x,  «,  ß)  Iden- 
titäten in  «  und  ß.  Es  ist  also  erlaubt ,  sie  nach  «  und  ß  zu 
differenziren. 
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Die  Grleichungen  von  Lagrange  drfferenzirt  nach  k  geben 


-F„^-F„,p.-F.,t.~0 


-F„^-F.,p.-F„^.  =  0. 


dx 


dy  dz        ,    öi/'  d    dy  d(pa        -.    ds 

wo  g)„  =  -r=i- ,  i^a  =  -V-  und  -^  =  -—  --^  =  ^—  und  -^—  = 
^  da  '  du  da  dx  da  dx  d« 

d    dz  dipa     ■    1 

=  -r: — ^—  =  -^ —  sind. 
(Ix  du  dx 

Dieselben  Gleichungen   können  wir   erhalten,   in  welchen  nur 

anstatt   q)a,  i'a  —  cpß,  t^  gesetzt   sind,    wenn   wir    die  Gleichungen 

von  Lagrange  nach  ß    difFerenziren.     Bezeichnen    wir  nun  cpa  mit 

rj  und  ij^a  mit  ^,    so    werden   die   eben    erhaltenen  Gleichungen  zu 

linearen   Differentialgleichungen    für   tj  und  t ',    fa,  <Pß,  ta,  ^ß   sind 

die  Lösungen  dieser  linearen  Gleichungen,  die  Jacobi  erhalten  hat. 

+f,.r+^s'+(^-F..)s  = 


0. 


<Pa,  (pß,  ta,  '/'(*  sind  nun  die  Elemente  der  kritischen  Determinante 
von  Jakobi  (patß  —  'Pßi'a,  deren  Verschwinden  die  Grenze  des 
Feldes  bestimmt.  lieber  die  Ausdehnung  des  Feldes  können 
wir  jetzt  folgendes  sagen.  Giebt  es  keine  solche  particuläre 
Lösungen  tj^,  tj^,  ^^,  i,^  der  linearen  Gleichungen  von  Jakobi,  die  im 
zu  untersuchenden  Intervalle  a<z  x  ^h  (die  Grenze  x  ^  a  aus- 
schliesslich) der  Relation 

''''^'1  =0 

genügen,  so  ist  das  Feld  gesichert. 
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Wir  wollen  nun  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung 

(pat^  —  fPfi^a   =   0 

aufsuchen.    Denken  wir  uns  den  Bündel  der  Lagrange'schen  Curven 


(1) 


y  =^  cp{x,  a,  ß) 
s  =  t{x,a,ß) 


und  setzen  hier  ß  als  Funktion  von  a,  ß  ^  ß{a).  (Man  kann 
auch  umgekehrt  a  als  Funktion  von  ß  denken.)  Suchen  wir  für 
diesen  Büschel,  d.  h.  diese  einfach  unendliche  Schaar  eine  Enve- 
loppencurve  K,  wenn  es  eine  solche  giebt.  Auf  der  Enveluppen- 
curve  hat  man  je  einen  Berührungspunkt  der  Lagrange'schen 
Curven,  deren  Koordinaten  Funktionen  von  a  sind. 

Bezeichnet  man  mit  d  die  Diffe- 
rention  in  Bezug  auf  eine  Bewe- 
gung längs  der  Lagrange'schen 
Curve  L  des  Büschels,  so  bekommt 
man 


Fist.  5. 


dy 


dx 


=  4'. 


Seien  d  die  Differentiale   in  Bezug   auf  eine  Bewegung   längs 
der  Enveloppencurve  K. 


(1*) 


dtj  ,  /      ,        d[ß(K)]\  da 

*^     ,  , /,  ,  ,  <nß{<^)]\  See 


da 


dx 


Als    Bedingung,    dass    die    Curven  L  und  K  sich   berühren, 
kommt  heraus 


(2) 


(2*) 


Wenn  wir  a  =  a  (/3)  denken,  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

da  ^ 

da    .  ,, 
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In   solchen  Punkten  fallen   die  Tangenten  der   Schnittpunkte 
der  Curven  L  und  K  zusammen. 
Die  Gleichungen 

2/  =  9  («.  «.  ß  («)) 
^'  z  =  t{x,c(,ß{a)) 

und 

(2)  ^" 

.„  +  .,f  =  0 

definiren  eine  Enveloppencurve  einer  ausgewählten  Schaar  der 
Lagrange'schen  Curven.  Dieses  System  ist  ein  überbestimmtes 
System,  da  hier  für  3  Funktionen  x  =  x{a),  y  =  ?/(«),  z  =  z{a) 
4  Gleichungen  gefunden  sind. 

Eliminiren  wir  ^—  aus  den  Gleichungen  (2),  oder  -j^  aus  den 

Gleichungen  (2*),  so  erhalten  wir 

(3)  (pc,trl—<P^^cc    =    0. 

Diese  Gleichung  (3)  mit  den  Gleichungen  (1)  definiren  die 
Enveloppenfläche  der  Lagrange'schen  Curven.  Auf  dieser  En- 
veloppenfläche  liegen  alle  Enveloppencurven.  Die  linke  Seite  der 
Gleichung  (3)  ist  genau  der  kritische  Ausdruck  von  Jacobi.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  der  conjugirte  Punkt  die  geometrische 
Bedeutung  hat,  dass  er  der  Schnittpunkt  der  Minimalcurve  mit 
der  Enveloppenfläche  ist.     Die  Enveloppenfläche 

y  =  (p{x,a,ß) 

z  =  ■il,{x,a,ß) 

kann  sich  speciell  zu  einzigen  Linien  oder  einem  Punkte  reduciren, 
oder  sogar  garnicht  reell  existiren,  wenn  die  Minimalcurve  von 
den  benachbarten  Lagrange'schen  Curven  nicht  geschnitten  wird 
(z.  B.  ein  Bündel  der  geraden  Linien). 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  wenn  die  Minimalcurve 

y  =  (p{x,a,,ß^ 
s  =  i>{x,K„ß,) 

von  der  ihr  beliebig  wenig  verschiedenen  Lagrange'schen  Curve 
y  =  q,{x,  cc,+  öa„,  ß,  +  Sß,) 
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(wo  «  — «0!  ß~ßo  tinreichend  klein  sind)  in  beliebiger  Nähe  des 
Punktes  B  (x  =  x^)  geschnitten  wird,  so  kann  man  stets  solche 
|3  =  |3  («)  oder  «  =  «(/})  definiren,  dass  die  Curven 

y  =  cp  {x,  K,  ß{a))  y  =  (p  (x,tt{ß),  ß) 

ociör 
z  =  4>  {x,  «,  j3(a))  2  =  ilj{x,  a(ß),  ß) 

sicher  eine  Enveloppencurve  in  der  Umgebung  des  Punktes  13 
haben,  die  sich  speciell  auf  den  Punkt  B  reduciren  kann,  d.  h. 
man  kann  stets  ß  als  eine  solche  Funktion  von  a  wählen,  dass 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  Enveloppencurve  befriedigt  werden, 
oder  a  als  eine  solche  Funktion  von  ß  wählen ,  dass  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2*)  befriedigt  werden. 
Betrachten  wir  die  Gleichungen 


(2) 


Vcc  +  (P[lß'    =    0 
1pa+ll^(>ß'    =    0 


als  zwei  Gleichungen  für  x  (a)  und  ß  (a).  Wenn  wir  beweisen 
werden,  dass  es  mijglich  ist,  dieses  System  für  ß  ^=  ß («),  x  =  x(a) 
im  Punkte  ,«  =  x,,  ß  =  ß^,  u  ^=  u^  in  kanonischer  Form  darzu- 
stellen,  d.  h.  in  der  Form 

^  =  /■(«);       ^  =  A(«-/5) 

so  wird  dadurch  unser  Problem  gelöst.  In  diesem  Falle  stets  exi- 
stieren die  Lösungen.  Wir  setzen  dann  die  Lösungen  x  —  f{a) 
und  ß  =  ß{a)  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  und  erhalten  die 
Gleichungen  der  gesuchten  Enveloppe  in  der  Umgebung  des 
Punktes  x  —  x^  der  zu  untersuchenden  Lagrange' sehen  Curve. 

y  =  <p[x{a),a,ßia)]  =  g){a) 
z  =  ^p[x{a),tt,ß{a)]  =  7P{a) 
x  =  /■(«). 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Enveloppe  in  Parameterdar- 
stellung. 

Wir  können  dieselbe  Frage  stellen,  nur  mit  dem  Unterschied, 
dass  statt  ß  als  eine  Funktion  von  a  zu  denken,  wir  a  als  eine 
solche  Funktion  von  ß  suchen,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2*) 
befriedigt  werden.  Dann  erhalten  wir  statt  der  Gleichungen  (2) 
die  Gleichungen 


—    45     - 


und  die  Hauptsache  ist  also  zu  beweisen ,  dass  es  möglich  ist, 
dieses  System  für  die  Funktionen  x  ^  x  (ß),  a  =  a  (ß) ,  für  die 
Stelle  X  ^=  x^,  a  ^  a^,  ß  =  ß^  in  kanonischer  Form  darzustellen. 
Ermitteln  wir  nun  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  der 
Darstellung  in  kanonischer  Form  der  Gleichungen  (2)  und  (2*). 
Entwickeln  wir  die  Gleichungen  (2)  in  die  Reihe 

<P''  +  9''xix-x^)-\ \-[(p^i+(p^i^(x-x,)  +  ---]ß^  =  0 

tu  +  4>az{x-X;)  +  ---  +  [ll;^+t^,{X-X;)+---]ß[,    =    0. 

Wir  sehen,  dass  die  Umkehrung  für  x{a)  und  ß'a  möglich  ist, 


wenn 


ist. 


(Pax,  CPß 
tax,   i>j)  x  =  x. 


+  0 


Für  die  Gleichungen  (2*)  erhalten  wir  auf  dieselbe  Weise  die 
Bedingung 


9ßx,  qPa 

tßz,   ta 


+  0. 


stellen  wir  die  Hypothese,  dass  diese  beiden  Bedingungen 
zugleich  nicht  erfüllt  sind,  d.  h.  beide  Determinanten  gleich  Null 
sind.  Nur  in  diesem  Falle  wäre  die  Darstellung  in  kanonischer 
Form  der  Gleichungen  (2)  und  (2*)  unmöglich. 

Also  wir  erhalten 


<Pttxt-i 


(P^ltc 


Multip liciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  fe^i'a  und 
die  zweite  mit  taxt^  und  subtrahieren;  wir  erhalten 

{<Paz  tfix  —  (Piz  tax)  t;t  ta    =    {<Pl  ta—fPa  tfi)  taz  tßx 

für  X  =  x^,  a  ^  a^.  ß  :=  ß^;  oder  multipliciren  wir  die  erste  Glei- 
chung mit  q>fix(pa  und  die  zweite  mit  q>ax(P(i  und  subtrahieren;  wir 
erhalten 

{<P;ixtax—1prlxq)ax)9<^'P!l    =    {'Patß  —  ff>-ita)  fpaxtfx 

für  x  =  a;,,  a  =  «„,/?  =r  ß^.  Die  rechten  Seiten  sind  gleich  Null 
nach  der  Annahme,  dass  der  Punkt  der  Lagrange' sehen  Curve 
X  =  x^  ein  conjugirter  Punkt  ist,  also 

{'Pat?-'P?ta]x  =  z^=   0. 

Ferner,   wenn  (pa<p^  und  tatfi  für  x  =  x^,  a  =  a^,   ß  —  ß^ 
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nicht  zugleich  Null  sind,  so  kommen  wir,  durch  die  Hypothese 
über  das  Verschwinden  der  beiden  Determinanten  zur  Behauptung, 
dass  auch  die  Determinante 

für  X  =  x^,  «  =  a„,  ß  =  ß^  gleich  Null  sein  muss,    was  unmöglich 
ist.     Der  Beweis  ist  folgendermassen  zu  führen. 
Bei  unserer  Annahme,  dass 


mh« 


ist,  die  für  alle  unsere  Betrachtungen  festgelegt  ist,  enthalten 
die  Lösungen  der  Gleichungen  von  Lagrange  vier  willkürliche 
Integrationsconstanten 

z  =  h  {x,  a,  ß,  y,  d). 

Die  Bedingung,  dass  die  Lagrange'schen  Curven  durch  den 
bestimmten  Punkt  gehen,  definirt  zwei  Constanten  y  und  6  als 
Funktionen  von  u  und  ß. 

y  =  y{(x,  ß) 
d  =  d{a,ß) 

y  =  g{x,  cc,  ß,  y,d)  ^  q> (x,  a,  ß) 
z  =  h{x,  a,  ß,  y,d)  =  rp  {x,  a,  ß). 

Die  Fnnktionaldeterminante 


(1) 


■Qxa  9xß  9xY  9xS 
hxa  'hß  "xy  lixd 

9c.  9ß  9v  gs 

ha  hß  hy  h} 

kann,  wie  es  aus  den  Betrachtungen  im  ersten  Kapitel  folgt,  in 
der    Umgebung  jedes   Punktes,    wo  "^^ -^pr  - (^^t^J  +  0  ist, 

nicht  gleich  Null  sein.  Wir  studiren  die  Stelle  x  =  x^,  «  =  «„, 
ß  =  j3„,  wo  die  Jacobische  Determinante  zum  ersten  Mal  nach 
a;  =:  a  verschwindet. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  erhalten  wir 
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dy  dd 

dy  dd 

dy      j      dd 

i'xa  =  ''""'^"■'•'Idä'^       'da 

dy       j      dd 

txfi    =    llx^i  +  II xy  -^  +  llxH  Jß    ■ 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  können  wir  den  zu  untersuchenden 
Ausdruck  so  schreiben : 

[fPca  ffix  —  <P^x  V»«]^  =  ^,  =    ' 


ffax 

Otix 

(Jyz 

^.!x 

hax 

llfx 

hyx 

hx 

dy 
da 

dy 
dß 

-1 

0 

dd 
da 

dd 

dß 

0 

-1 

Die  Gleichung  [q)„tti  —  <Piito,]x=x,=  0  ist  nach  unserer  Vor- 
aussetzung bei  X  =  a,\  erfüllt.  Wir  können  sie  in  der  Form 
schreiben 

9ct   9?   9y   9<s 


ha    hß   hy    hs 
■1      0 


3=    0. 


dy    dy 
l^'dß 

^^      0-1 
da    dß 

Diese  Determinante  und  die  voransstehende  geben 


[^axt^x—  tp^xtax\x  =  xi  = 


i7ai  9ßx  9yx  gnx 

hax  hjjx  hyx  «rfx 
9a    9ß    9y    9i 

ha  hß  hy   hd 


9y9i 
hyhs 


Die  rechte  Seite  ist  nun  von  Null  verschieden,  da  die  Funktional- 
determinante nicht  gleich  Null  sein  kann  und  die  Grösse 

9y9i 
hyhi 

eine  endliche  Grösse  ist ,  da  der  Punkt  x  =  x^  der  Minimalcurve 
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angehört.  Der  Ausdruck  [(pax^^x—(piix4>ax]z  =  x,  ist  also  auch  von 
Null  verschieden. 

Der  Ausnahmsfall  ist,  wenn  für  den  Punkt  x  =  x^  der 
zu  untersuchenden  Lagrange' sehen  Curve  die  Ausdrücke  cpu(pit 
und  ipccif'fi  verschwinden. 

Wenn  cp„,  ^ß,  Tpa,  4\i  für  x  =  x^  in  a  und  ß  identisch  verschwinden, 
so  erhalten  wir  statt  der  Enveloppencurve  einen  Enveloppenpunkt. 
Die  Lagrange' sehen  Curven  (1)  unterscheiden  sich  durch  verschie- 
dene Werte  von  «  und  ß.  Nach  unserer  Annahme  sind  die 
Funktionen  y^  =  ^  (x^)  und  s^  =  ip  (.t J  von  «  und  ß  unabhängig ; 
also,  alle  Lagrange'schen  Curven  treflen  sich  im  Punkte  {x^,  »/„  s^) ; 
dieser  Punkt  ist  also  ein  Enveloppenpunkt  der  Lagrange'schen 
Curven. 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  den  Lagrange'schen  Bündel  von 
dem  Punkte  (0, 0,  0) 

y  =  ßsina; 
z  =  ^  sin  a;. 

Der  conjugirte  Punkt  ist  hier  x^  =  tc 

q>ui>p—(pßipa  s  [s,\.n'x]x  =  n  =  0 

und  dieser  Punkt  x^  =  n,  ?/,  =  0,  s^  —  0  ist  der  Enveloppenpunkt 
der  Lagrange'schen  Curven. 

Wenn  (pa <Pß  und  ipatti  ii"r  für  die  Stelle  a;  =  a-,,  «  =  «„,  /3  =  ß^ 
gleich  Null  sind,  so  kann  man  ohne  näheren  Betrachtungen  nichts 
Bestimmtes  sagen ,  wie  sich  die  Enveloppencurve  in  dieser  Stelle 
verhält. 

Für  den  Fall  qp„  =  0 ,  qp*  =  0 ,  t^„  =  0 ,  i^^  =  0  im  Punkte 
(a„,  ß^,  x)  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (2*) ,  dass  die  An- 
fangswerte ß'a  und  tt'fi  unbestimmt  sind.  Die  Enveloppencurve  kann 
im  Punkte  x  ^  x^  verschiedene  Rückkehrpunkte  haben. 

Man  kann  noch  einen  Ausnahmsfall  bemerken ,  der  eintreten 
kann,    nämlich    in   den   Gleichungen   (1*)    steht   als    Multiplicator 

-^ :  wenn  dieser  Ausdruck  für  die  Stelle  {x^,  «„,  |3J  unendlich 
ox 

wird,  kann  die  Enveloppe  einen  besonderen  Punkt  in  dieser  Stelle 

haben  ^). 

Stellen  wir  nun  die  Frage  von  Jacobi:  welche  Rolle  die  con- 

jugirten   Punkte   in  der  Aufgabe  der  Variationsrechnung  spielen. 


')  Oscood,  Transactions  of  the  American  Math.  Soc.  Vol.  II. 
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Auf  diesen  Punkt  müssen  wir  um  so  mehr  eingehen,  weil  über 
diese  Frage  irrthümliche  Ansichten  verbreitet  waren.  In  einem  Zu- 
sätze zu  Lagrange's  „Mechanique  analytique"  bemerkt  Bertrand,  dass 
Jacobi's  Ki-iterium  nicht  vollständig  richtig  sei.  Dasselbe  lautet  so: 
Angenommen,  es  gehe  von  dem  Punkte  A  zu  dem  correspondirenden 
Punkte  B  und  darüber  hinaus  eine  Lagrange'sche  reguläre  Curve, 
so  kann  die  Strecke  der  Curve ,  für  welche  ein  Minimum  statt- 
findet ,  nicht  über  2>  hinaus  fortgesetzt  werden.  Betrand  sagt 
nun :  Unzweifelhaft  ist  das  Jacobi'sche  Kriterium  genügend ;  aber, 
fügt  er  hinzu,  es  ist  keineswegs  ausgemacht,  dass  die  Curve,  für 
welche  ein  Minimum  stattfindet ,  nicht  über  U  hinaus  fortgesetzt 
werden  könne,  ohne  die  Minimaleigenschaft  zu  verlieren.  Bertrand 
meint,  das  Jacobi'sche  Kriterium  sei  zu  affirmativ  und  fügt  ge- 
wissermassen  zur  Entschuldigung  Jacobi's  hinzu:  Jacobi  würde 
in  der  kurzen  Mitteilung  an  die  Akademie  durch  Encke  seine 
Worte  wohl  nicht  auf  die  Goldwaage  gelegt  haben.  Weierstrass 
erinnert  sich,  eine  Abhandlung  zu  Gesicht  bekommen  zu  haben, 
in  welcher  sogar  der  Beweis  über  die  Fortsetzbarkeit  der  Curve 
über  jenen  Punkt  hinaus,  ohne  dass  die  Curve  die  Minimaleigen- 
schaft verliert,  unternommen  wird.  Gleichwohl  ist  nicht  nur  der 
Satz  von  Jacobi  durchaus  richtig,  sondern  müssen  wir,  analog 
wie  Kneser  in  Math.  Ann.,  Bd.  50  es  für  den  Fall  einer  Funktion 
gethan  hat ,  hinzufügen :  Die  Minimalcurve  hrjrt  sogar  auf,  das 
Minimum  des  Integrales  wirklich  zu  liefern,  wenn  ihre  Endpunkte 
mit  den  conjugirten  Punkten  zusammenfallen  (wenn  die  Enveloppe 
keinen  besonderen  Punkt  in  x  ^  b  hat). 

Es  sei  die  Curve  AB  (s.  Fig.  5)  die  zu  untersuchende  Mini- 
malcurve, deren  Endpunkte  A  und  B  conjugirte  Punkte  sind. 
Durch  die  Annahme ,  dass  ß  eine  nöthige  Funktion  von  u  oder 
a  eine  nöthige  Funktion  von  ß  ist,  wählen  wir  aus  der  Schaar  (1) 
eine  solche  Gesammtheit  der  Lagrange'schen  Curven,  welche  in 
der  Umgebung  des  Punktes  B  eine  Enveloppencurve  K  haben,  die 
sich  zunächst  nicht  zu  einem  Punkt  reducirt. 

Nehmen  wir  auf  der  Enveloppe  K  einen  Punkt  C  in  hin- 
reichender Nähe  vom  Punkte  B  nach  der  Richtung,  welche  der 
von  A  herkommenden  Richtung  der  Curve  AB  entgegengesetzt 
ist  und  verbinden  die  Punkte  C  und  A  durch  eine  Lagrange'sche 
Curve.  Diese  neu  gebildete  Curve  AGB  können  wir  als  benach- 
barte Curve  für  den  Fall  des  starken,  wie  auch  des  schwachen 
Minimums  nehmen.  Sie  schliesst  sich  nicht  nur  mit  ihren  Punkten, 
sondern  auch,  da  die  Richtung  CB  mit  der  Richtung  AB  längs  der 
Minimalcurve  übereinstimmt,  mit  ihren  Tangenten  dem  Bogen  AB 

4 
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beliebig  nahe  an.  Wichtig  ist  hier  die  Annahme,  dass  der  Teil 
BC  der  Enveloppe  vom  Punkte  x  =  b  in  den  Intervallen  a<:a;<& 
geht.  Wäre  es  nicht  der  fall,  so  könnten  wir  nicht  die  Curve 
ACB  (wo  C  der  Enveloppenpunkt  ist)  wegen  der  Eindeutigkeits- 
forderung als  benachbarte  Curve  nehmen.  Für  solche  Fälle  der 
besonderen  ßiiekkehrpunkte  der  Enveloppe  gilt  unser  Satz  nicht. 
Die  Enveloppe  ist  eine  singulare  Lösung  der  Gleichungen 

Die  neu  gebildete  Curve  ACB  hat  sicherlich  keine  Minimal- 
eigenschaft, da  die  Strecke  auf  der  Enveloppe  CB  sogar  den 
ersten  notwendigen  Bedingungen  von  Lagrange  nicht  genügt.  Der 
Beweis  ist  folgendermassen  zu  führen.  Beweisen  wir,  dass  die 
zweiten  Derivirten  der  Enveloppencurve  von  den  zweiten  Deri- 
virten  der  Lagrange' sehen  Curven  verschieden  sind. 

Die  ersten  Derivirten  der  Enveloppencurve  (1*)  haben  die 
Form 

dy   _  (  äß{a)\  öu 


=    9.  +  Wa  +  (p{l 


äx  ^-  '  r"  '  ^"     da    I  dx 

dz  I  dß(a)\  da 


WO  -T^   die   Differentiale   der   Bewegung    längs    der  Enveloppen- 

Ol// 

curve   bezeichnen.     Wir   hatten  ß(cc)   so   definirt,   dass  die  Diffe- 
rentialgleichungen 


dß  (a) 


=  0 
=  0 


identisch   erfülllt   waren.     Also   die  Lösungen  dieser  Gleichungen 
j3  =  j3  (ß)  und  X  =  X  (a)  machen  sie  zu  Identitäten  in  a. 
Die  zweiten  Derivirten  der  Enveloppencurve  sind 

d'ij  I       ,         dß\  da 
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da 

da  da 

identisch  gleich  Null  sind. 

Die  zweiten  Derivirten  der  Lagrange'schen  Curven  sind 

d-y   d'^z   

Unser  Ziel  ist  nun  zu  zeigen,  dass  die  Ausdrücke 

<Pxa+q>x^iß'a     und     tl>xa+txßß'u 

nicht  zugleich  identisch  Null  sein  können. 

Wir  wissen,  dass  90,  9;*,  ^i/,  tji  die  particulären  Lösungen  der 
linearen  Differentialgleichungen  von  Jacobi  sind. 

Die  Ausdrücke 

sind  also  auch  Integrale  dieser  Gleichungen.  Setzen  wir  nun  die 
Constanten  gleich 

SO  erhalten  wir 

Diese  Ausdrücke  in  der  Stelle  a;„  a^,  ß^  sind  gleich 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich  Null. 
Wenn  die  ersten  Derivirten 

V  =    ^ifo^cx-taofPßx 

in  der  Stelle  x^,  «„,  ß^  auch  gleich  Null  wären ,  so  könnten  wir 
aus  der  Form  der  linearen  Differentialgleichungen  schliessen,  dass 
auch  ri"  und  ^'  gleich  Null  sind,  und  also  rj  und  ?  identisch  Null 
sind,  was  aber  unmöglich  ist.  (Der  Ausnalimefall,  wenn  (pa,,,  fpfio, 
V'ffoi  ^(Iq  alle  gleich  Null  sind,  ist  hier  ausgeschlossen.) 

4* 
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Also  können  die  Ausdrücke  r]  und  t,'  in  der  Stelle  a;,,  a„,  ß 
nicht  verschwinden  und  sind  eben  mit  den  Ausdrücken,  die  wir 
studiren  wollten,  identisch.  Die  zweiten  Derivirten  der  Enve- 
loppencurve  sind  also  in  der  Umgebung  des  conjugirten  Punktes 
von  den  zweiten  Derivirten  der  Lagrange' sehen  Curven  verschieden. 
Das  Enveloppenstück  genügt  also  den  Grleichungen  von  Lagrange 
nicht. 

Bilden  wir  nun  den  Zuwachs  des  Integrales  längs  der  be- 
nachbarten Curve  ACE  (s.  Fig.  5),  die  gewiss  keine  Minimaleigen- 
schaft haben  kann. 

J}  r.h  f.b 

JJ  =  /  Fdx-J  Fdx  =  j  Edx 
a  a  a 

längs  ACB     längs  AB  längs  ACB 

—  dF  dF 

wo  E  =  F~F-{D,-p)-^~-{z.-(i)^  ist. 

E  verschwindet  auf  der  Lagrange'schen  Curve  AC  und  auf 
dem  Enveloppenstück  CB,  da  y,  =  p  und  s^  ^  q  sind.  E  ist  eine 
stetige  Funktion  und  genügt  der  Gleichung 

JJ  =  /  Edx 

a 

wenn  x  sich  beliebig  nahe  zum  conjugirten  Punkte  x  ^=h  rückt, 
also  E  genügt  dieser  Gleichung  auch  den  Punkt  x  =  h  ein- 
schliesslich. 

Wir  haben 

JJ  ^  J  Edx  =  0. 

a 

längs  ACB 

Also  das  Integral  J,  gebildet  von  A  bis  C,  addirt  mit  dem 
längs  der  Enveloppe  von  C  bis  E  erstreckten  Integral  J,  ist  dem 
Integrale  längs  der  Minimalcurve  AB  gleich.  Die  Curve  ACB 
hat  aber  keine  Minimaleigenschaft,  folglich  hat  das  Integral  J 
längs  der  Minimalcurve  AB  sicher  keinen  Minimalwert.  Wir  er- 
halten also  den  Satz:  Das  Integral  J  hört  auf,  ein  Extrem  zu 
sein,  wenn  man  längs  der  Minimalcurve  vom  Anfangspunkte  A 
an  integrirt,  und  nicht  nur,  wenn  das  Integrationsgebiet  den  zu 
A  conjugirten  Punkt  B  umf'asst ,  sondern  schon ,  wenn  es  von 
diesem  Punkte    begrenzt  wird    (mit  schon  erwähnten  Ausnahmen). 

Zieht  sich  die  Enveloppe  in  den  Punkt  B  zusammen,  so  giebt 
es  dann  unendlich  viele  Lagrange'schen  Curven,  die  vom  Punkte 
A  zum  Punkte  B  gehen;  längs  allen  diesen  Curven  ist  £  =  0 
und  wir  erhalten  den  Satz,   dass,   wenn  der  Punkt  B   ein  Enve- 
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loppenpunkt  ist,  so  existiren  unendlich  viele  Lagrange'schen  Curven, 
längs  denen  das  zu  untersuchende  Integral  denselben  Wert  hat, 
oder,  dass  es  im  Falle  des  Enveloppenpunktes  unendlich  viele 
Lagrange'schen  Curven  existiren,  die  denselben  Minimalwert  des 
Integrales  liefern. 


Viertes  Kapitel. 
Ueber  den  analytischen  Charakter  der  Extremalctirve  ')• 

Wollen  wir  nun  ohne  Betrachtung  der  ersten  Variation  be- 
weisen, dass  die  Extremaicurve,  falls  sie  existirt,  notwendig  sich 
als  Lösung  der  Lagrange'schen  Gleichungen  ergiebt.  Ueber  die 
zu  untersuchende  Extremaicurve  nehmen  wir  an,  dass  sie  eine 
stetige  und  difFerenzirbare  Curve  ist.  Die  Gleichungen  von  La- 
grange sind  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung; 
sie  enthalten  die  zweiten  Derivirten  der  gesuchten  Funktionen; 
also  die  Funlitionen,  die  den  Gleichungen  von  Lagrange  genügen, 
sind  notwendig  zweimal  differenzierbare  und  sogar  nach  unseren 
Annahmen  über  die  Funktion  F  analytische  Funktionen.  Aus 
diesem  Satze  würde  also  folgen,  dass  die  Extremaicurve  not- 
wendig die  zweiten  Derivirten  haben  muss  und  dass  sie  eine  ana- 
lytische Curve  ist. 

Wir  werden  zwei  Fälle  unterscheiden.  Erstens ,  wenn  die 
zu  untersuchende  Curve  M  im  Felde  (I)  liegt ,  welches  von  der 
Beschaffenheit  F^^  J^,,  — -F^,  >»  0  für  jede  Stelle  des  betrachtenden 
Gebiets  ist,  und  zweitens,  wenn  die  zu  untersuchende  Curve  M 
im  Felde  (II)  von  der  Beschaffenheit  Fj,^F^^  —  F^^'^O  für  jede 
Stelle  des  betrachtenden  Gebiets  liegt. 

Wählen  wir  drei  Punkte  P„  P„  P^  auf  der  Curve  31  (s.  Fig.  6), 
die  wir  im  Felde  von  der  ersten  Beschaffenheit  gelegt  denken,  und 
verbinden  den  Punkt  Pj  mit  dem  Punkte  P,  und  dem  Punkte  P, 
und  den  Punkt  P,  mit  dem  Punkte  P^  durch  Lagrange'sche  Curven. 
Diese  Lagrange'schen  Curven  liefern  das  Extrem  des  Integrales, 
da  die  Weierstrass'sche  Funktion  E  im  Felde  (I)  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechselt  (wenigstens  für  die  schwache  Variation). 

Denken  wir  die  Punkte  P,,  P.^,  P^  so  nah  zu  einander  gewählt, 
dass  die  Strecke  Pj  P^  auf  der  zu  untersuchenden  Curve  31  als 
variirte  Curve  der  Lagrange'schen  Curve  {P^  PJ  betrachtet  werden 
kann. 


')  Noble,  Dissertation,  Gottingen  1901.    Eine  neue  Methode  in  der  Variations- 
rechnung. 
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Wir   erhalten  als  Variation 
des  Integrales 

JJ  =  [Fax -(Fax 

ip;p,)>,  {p;p,), 

wo  zur  Unterscheidung  der  La- 
grange'schen  Curve  L  zwischen 
den  Punkten  P„  P„  und  der  Ex- 

tremalcurve 


selben  Punkten  die  Indexen  31  und  L  dienen. 


31    zwischen    den- 
Da  die  Lagrange'- 


schen   Curven  im  Felde   von    der   BeschaiFenheit  F,„F„ 


0 


stets  das  Integral  wenigstens  zum  schwachen  Extrem  machen,  so 
bleibt  die  Variation  JJ  stets  von  einem  Vorzeichen.  Wir  müssen 
also  annehmen,  dass  JJ  für  die  zu  untersuchende  Curve  31  gleich 
Null  ist  und  wir  erhalten  die  Relation 

fFdx  =  (Fax. 
{PlP,)„       [P'P,], 

Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir  noch  zwei  Relationen 

fPdx  =  fPdx 
(P,'F,)„         {P,P,), 

fFdx  =  fFdx. 

(p:p,)„    (Pip,), 

Durch  Addition  erhalten  wir 

fFdx  +  fFdx  =  fFdx. 
(P;p,),,     (P;p,),       (P.'Ps). 

wenn    der  Punkt  P,  wirklich   nicht 


(*) 


Also 


auf  der  Lagrange'- 


sehen  Curve  liegt,  so  erhalten  wir  den  Satz :  im  Dreiecke  P,  P,  P, 
durch  die  Lagrange'schen  Curven  gebildet,  muss  die  Relation  (*) 
bestehen.  Diese  Relation  ist  aber  unmöglich.  Wenn  der  Punkt 
P^  nicht  auf  der  Curve  (P,  Pg)^  liegt ,  sind  die  Curven  (P^  P^)„ 
(P^P^)^  im  Punkte  P^  zu  einander  geneigt.  Die  Curve  (P^P^),, 
gehört  also  nicht  zum  Lagrange'schen  Bündel  von  dem  Punkte 
Pj,  zu  dem  die  Curven  (Pj  PJ^,  (P,  P^  gehören ;  die  Weierstrass'- 
sche  Funktion  F,  die  längs  den  Curven  (P,  PJ^,  (Pj  Pg);,  verschwin- 
det, ist  längs  {P^P^^  grösser  als  Null;  also  ist 

fFäx  +  fFdx>fFdx, 

(P^P,),       (PlPs),        {Pll\),. 

was  der  früheren  Relation  (*)  widerspricht. 

Der  beliebig  gewählte  Punkt  P„  auf  der  Strecke  (P^P^)^  der 
zu  untersuchenden  Curve  muss  also  auf  der  Lagrange'schen  Curve 
(Pj  Pj)^  liegen.  Die  Strecke  (P,  P,)^  fällt  also  mit  der  Lagrange'schen 
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Curve  (P^  PX  zusammen.  Da  die  Punkte  P^  und  Pj  willkürlicli  auf 
der  zu  untersuchenden  Curve  HI  gewählt  waren,  so  müssen  wir 
daraus  schliessen,  dass  die  zu  untersuchende  Curve  üf  in  allen  ihren 
Punkten  mit  der  Lagrange'schen  Curve  L  zusammenfällt.  Die 
Lagrange'sche  Curve  ist  also  die  einzige  Curve  im  Felde  (I)  die 
das  Extrem  des  Integrals  liefern  kann.  Da  sie  die  Lösung  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  La- 
grange ist,  so  muss  sie  notwendig  die  ersten  und  zweiten  Deri- 
virten  besitzen.  Die  Voraussetzung,  die  man  gemacht  hat:  die 
Extremalfunktionen  sind  nur  unter  den  zweimal  differenzirbaren 
Funktionen  zu  suchen,  —  ist  also  gerechtfertigt. 

Im  Felde  von  der  Beschaffenheit  F^^F^^  — F^^-<0  ändert  die 
Weierstrass'sche  Function  F  ihr  Vorzeichen  und  die  Lagrange'sche 
Curve  giebt  also  kein  Extrem  des  Integrales.  Wollen  wir  nun 
beweisen,  dass  auch  keine  andere  Curve  das  Extrem  des  Inte- 
grales liefern  kann.  Die  Hiilfsfläche  ist  für  ein  solches  Feld 
hyperbolisch  gekrümmt.  Die  Tangentialebene  schneidet  die  Fläche 
und  teilt  sie  in  der  Umgebung  des  zu  untersuchenden  Punktes  in 
zwei  Gebiete ;  für  das  eine  bleibt  -E  >-  0,  für  das  andere  ist  -B  <  0. 
Beschränken  wir  die  Variation  auf  diejenigen  Elemente,  die  nur 
dem  ersten  oder  nur  dem  zweiten  Gebiete  entsprechen.  Aus  den 
vorigen  Untersuchungen  ist  es  bekannt,  dass  die  Extremalcurve 
mit  der  Lagrange'schen  Curve  zusammenfallen  muss.  Die  La- 
grange'sche Curve  liefert  aber  kein  Extrem  des  Integrales,  wenn 
man  die  den  beiden  Gebieten  entsprechende  Variation  in  Betracht 
zieht.  Es  existirt  also  hier  keine  Curve,  die  das  Extrem  des 
Integrales  liefern  kann. 

Alle  unsere  Untersuchungen  können  wir  nur  in  dem  Gebiete 
durchführen,  wo  der  Ausdruck  F^^F^^  —  Fl^  ^=  0  ist,  d.  h.  im  In- 
tegrationsintervalle nirgends  verschwindet,  da  wir  sonst  nicht 
einmal  behaupten  können,  dass  eine  solche  Lagrange'sche  Curve 
wirklich  existirt,  welche  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  ver- 
bindet. Sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt:  eine  solche  Raumcurve 
zwischen  den  Punkten  ^(— 1,  — 1,  — 1)  und  I^  (+1, -f  1, -fl)  zu 
finden,  dass  das  Integral 

J=f     'x^{y'"-  +  z'')dx 
—  1 

zum  Minimum  wird. 

Die  Lagrange'schen  Gleichungen  sind 

dx  '  dx 
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Die  Integralcurve ,  die  durch  die  gegebenen  Punkte  A ,  B 
geht,  ist 

—  L.      .  —  Jl 

■^  X  '  "  X  ' 

Diese  Curve  ist  aber  keine  Verbindungslinie  zwischen  den 
Punkten  A  und  B.  Sie  ist  also  keine  Losung  der  gestellten 
Aufgabe.     Bilden  wir  nun  den  kritischen  Ausdruck 


F    F   —F^   =  IQx* 


Wir  sehen,  dass  auf  der  Strecke  —  1 
a;  ^  0  dieser  Ausdruck  verschwindet  ^). 


+ 1,    nämlich  für 


Zusatz  zur  Jacobi'schen  Bedingung. 

Wir  haben  schon  bereits  bewiesen,  dass  die  Lagrange'sche 
Curve  kein  Extrem  des  Integrales  liefert,  wenn  ihre  Grenzpunkte 
conjugirte  Punkte  sind.  Es  war  aber  ein  Ausnahmefall,  über 
welchen  wir  nichts  Bestimmtes  sagen  konnten.  Wollen  wir  nun 
beweisen,  dass  die  Lagrange'sche  Curve  AB  jedenfalls  kein  Extrem 
des  Integrals  liefern  kann ,  wenn  der  betrachtende  Bogen  über 
den  zu  seinem  Anfangspunkte  conjugirten  Punkt  hinausreicht 
(Satz  von  Jacobi). 

Sei  AGB  die  zu  untersuchende 
Lagrange'sche  Curve,  der  Punkt  C 
—  der  conjugirte  Punkt  zum  Punkte 
A  und  die  Curve  ABC  —  die  be- 
nachbarte Lagrange'sche  Curve. 
Das  Integral,  längs  der  Curve  AC 
genommen,  ist  dem  Werte  nach 
gleich  dem  Integrale  genommen 
längs  der  Curve  ABC.  Addiren 
wir  diese  beiden  Integrale  mit 
dem  Integrale  auf  der  Strecke 
CB  genommen,  wir  einhalten 

(Fax  =  l'Fdx. 
(ADC+CB)      ACB 

Verbinden  wir  den  Punkt  B  auf  der  Lagrange'schen  Curve 
ABC  direkt  mit  dem  Punkte  B  durch  eine  Curve,  die  den  Glei- 
chungen von  Lagrange  genügt,  so  erhalten  wir  ein  Dreieck  BCB, 
aus  Lagrange'schen  Curven    gebildet.     Nach    den    vorigen   Unter- 


Fig.  7. 


')  Vortrag  v.  D.  Hubert,  Jahresbericht  der  deutschen  Math.  Vereinigung  Bd.  8. 
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suchungen  über  ein  solelies  Dreieck,  die  wir  mit  Hülfe  der  Weier- 
strass'schen  Funktion  geführt  haben,  können  wir  die  Ungleichnng 
schreiben  (für  den  Fall  des  Minimums) 

fFdx<.fFdx  +  fFdx. 
DB  JDC  CB 

Es  folgt  daraus,  dass  die  neu  construirte  Curve  AD  +  DB 
einen  kleineren  "Wert  liefert,  als  die  zu  untersuchende  Curve  AB. 
Der  Satz  von  Jacobi  ist  also  bewiesen. 


Zweiter  Abschnitt. 
Probleme  mit  Nebenbedingungen  in  der  Variationsrechnung. 

Erstes  Kapitel. 

Formulirung    des  Problems  der  Variationsrechnung   mit 
Nebenbedingungen  und  das  Lagrange'sche  Kriterium. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Studium  der  Aufgabe  mit  Neben- 
bedingungen in  der  Variationsrechnung  über,  die  zum  Gegensatz 
der  schon  betrachteten  Aufgabe  des  absoluten  Minimums  des  In- 
tegrales ;.die  Aufgabe  des  relativen  Minimums"  genannt  wird. 
Das  Problem  des  relativen  Minimums  kann  Nebenbedingungen 
verschiedener  Art  haben.  Wir  können  erstens  ein  bestimmtes 
Integral 


^o'- 


.=.A(„,„.,.V.  , 


a 


I dy         I dz 

dx '  dx 


zu  einem  Minimum  machen,  wenn  zwischen  den  Funktionen  y  und  z 
und  ihren  Derivirten  eine  gewisse  Beziehung  festgesetzt  ist,  d.  h. 
wenn  man  nur  solche  Funktionen  i/,  z  in  Betracht  ziehen  will,  die 
einer  gewissen  gegebenen  Diiferentialgleichnng  f{x,  y,  z.  y',  z')  =  0 
genügen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
f{x,  y,  2,  y',  z')  =  0,  die  die  Beziehung  zwischen  den  Funktionen 
und  ihren  Derivirten  ausdrückt,  kein  vollständiges  Differential- 
quotient vorstellt,  dessen  Integralfunktion  gleich  einer  Constanten 
gesetzt,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  Grössen  x,  y,  z  dar- 
stellen würde.     In  solchem  Falle  könnten  wir  sofort  die  Aufgabe 


-     B8    - 

auf  ein  Problem  des  absoluten  Minimums  des  Integrales ,   welches 
nur  eine  abhängige  Funktion  enthält,  reduciren. 

Wir  können  zweitens  die  Aufgabe  stellen,   das  bestimmte  In- 

tegral  J  =  J  F(x,y,z,y',z')dx   zu   einem   Minimum    zu    machen, 
a 

unter  der  Bedingung,  dass  ein  oder  mehrere  andere  Integrale 


J'i  =  / 1\  (^,  y,  ^,  y',  ^')  ^^ 

a 

^2  =  J  U  ipc,  y,  ^,  y\  ^')  d^ 


nb 

^■,= ./  t^{^,y,^,y',^')(>x 

a 
welche    von   derselben  Art    und    zwischen   denselben  Grenzen  de- 
finirt  sind,  je  einen  bestimmten  Wert  x^,  x^, . .. ,  x,^  haben. 

Die  Aufgaben  mit  Bedingungen  dieser  Art  nennt  man  „das 
isoperimetrische  Problem".  Man  kann  gewiss  die  Bedingungen 
beider  Arten  zusammen  aufstellen.  Die  Bedingungen  erster  und 
zweiter  Art  sind  ganz  verschiedener  Natur. 

Bei  der  Bedingung  zweiter  Art  liegt  keine  quantitative  Be- 
schränkung vor ,  wie  es  bei  der  Bedingung  erster  Art  der  Fall 
ist,  da  im  ersten  Falle,  wenn  wir  y  oder  z  in  einem  Punkt  vor- 
gegeben haben,  dadurch  für  die  übrige  Funktion  und  ihre  Ab- 
leitung eine  bestimmte  Relation  f(.i;  y,  y',  z,  z')  =  0  gegeben  ist. 

In  der  isoperimetrischen  Aufgabe  haljen  wir  nur  c^ualitative 
Beschränkung  und  dies  hat  die  wichtige  Folge,  dass  die  Zahl  der 
Bedingungsgleichungen  zweiter  Art  auch  ruhig  grösser  sein  kann, 
als  die  Zahl  der  unbekannten  Funktionen  unter  dem  gegebenen 
Integral.  Die  isoperimetrische  Aufgabe  lässt  sich,  wie  es  bekannt 
ist,  gleich  durch  einen  Kunstgriif  zu  dem  Problem  des  relativen 
Minimums  des  Integrales  mit  den  Nebenbedingungen  erster  Art 
reduciren.     Das  Verfahren  ist  folgendermassen  durchzuführen. 


Wenn 


f.b 

Ji  =./  /.(a-,  2/,^,  2/',  ^')^^ 
a 

J,  =  J  U  (^.  2/.  ^.  y\  ^')  f?^ 

a 
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die  Integrale  sind,  welche  vorgeschriebene  "Werte  n^,  tt,,  . . . ,  x^ 
annehmen  sollen,  so  führen  wir  neue  Funktionen  ein,  die  mit  den 
ursprünglichen  durch  die  Differentialgleichungen 

u'-f,{x,ij,s,y',2')  =  0 


verknüpft  siad  und  welche  den  Grenzbedingungen  genügen:  in 
X  =  a  zu  verschwinden  und  in  x  =  h  die  festgesetzten  Werte 
x^,  x^. ...,  3<,„  ZU  erhalten.  Dadurch  wird  die  isoperimetrische  Auf- 
gabe auf  das  Problem  mit  Nebenliedingnngen ,  die  in  der  Form 
der  Differentialgleichungen  gegeben  sind,  zurückgeführt.  Für  die 
Behandlung  des  Problems  der  Variationsrechnung  mit  Neben- 
bedingungen hat  Lagrange  eine  allgemeine  Regel,  die  sogenannte 
„Methode  der  Multiplicatoren"  aufgestellt. 

lieber  diese  Methode  hat  Euler  in  einem  Briefe  an  Lagrange 
folgendes  geschrieben:  „Euere  analytische  Lösung  des  isoperi- 
metrischen Problems  eiithält ,  wie  ich  sehe ,  alles ,  was  man  bei 
diesem  G-egenstande  wünschen  kann  und  ich  freue  mich  sehr,  dass 
diese  Theorie ,  die  ich  seit  den  ersten  Versuchen  fast  allein  be- 
handelt hatte,  gerade  von  Euch  zu  dem  höchsten  Grade  der  Voll- 
endung gebracht  worden  ist.  Die  Wichtigkeit  der  Sache  hat  mich 
veranlasst ,  mit  Hülfe  Euerer  neuen  Einsicht  selbst  eine  analj'tische 
Lösung  zu  verfassen,  die  ich  aber  nicht  eher  bekannt  machen  will, 
als  bis  Ihr  Euere  Ueberlegungen  veröffentlicht  habt,  um  Euch  nicht 
den  geringsten  Teil  des  Euch  gebührenden  Ruhmes  zu  entziehen". 

Lagrange  teilte  aber  nicht  die  Ableitung  seiner  Regel  mit. 
Wir  vermuten,  dass  er  sich  selbst  nicht  bewusst  war,  wie  er  zu 
seiner  Lösung  gekommen  war. 

Schellbach  in  Berlin  schreibt  (Grelles  Journal,  Bd.  41,  S.  293): 
„Es  ist  eine  Thatsache,  dass  erfindungsreiche  Köpfe,  die  sich  lange 
Zeit  in  einer  und  derselben  Gedankensperre  bewegten,  Wahrheiten 
und  oft  ganze  wissenschaftliche  Gebiete  entdecken ,  ohne  den 
Weg  dazu  andern  zeigen,  oder  ihn  mit  vollem  Bewusstsein  selber 
gehen  zu  können". 

So  war  es  eben  mit  Lagrange.  „Die  Multiplikatorenmethode 
gab  immer  richtige  Lösungen;  kein  Beispiel  war  vorhanden,  wo 
sie  zu  einem  falschen  Resultate  geführt  hätte,  und  alle  diejenigen 
besonderen  Regeln  der  Variationsrechnung,  die  man,  wie  die  iso- 
perimetrische ,  auch  noch  auf  anderem  direkten  Wege  beweisen 
konnte,  gingen  als  blosse  Anwendungen  aus  dieser  Methode  hervor. 
Der  Beweis  derselben  fehlte  doch. 
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Daher  wurde  die  Lagrange'sche  Methode  von  einem  Teil  der 
Mathematiker  gewissermassen  als  ein  Axiom  acceptirt,  während 
ein  anderer  Teil  es  vorzog,  alle  diejenigen  Aufgaben  der  Va- 
riationsrechnung, zu  deren  Lösung  man  keine  andere  Methode 
kannte,  überhaupt  einfach  zu  ignoriren"  ').  Ein  ganzes  Jahrhundert 
ist  vorübergegangen,  ehe  endlich  Mayer  im  Jahre  1885  in  den 
Berichten  der  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaft  und  nachher 
Turksma  im  Jahre  1896  (Math.  Ann.  Bd.  47)  den  Beweis  der 
Lagrange'schen  Regel  geliefert  haben. 

Wir  werden  aber  einen  anderen  Beweis  vorschlagen,  der  für 
unsere  Durchführung  der  Theorie  passender  erscheint. 

Die  Aufgabe  des  relativen  Minimums  unseres  Falles  besteht 
darin,  zwei  Funktionen  y  und  z  von  der  Veränderlichen  x  zwischen 
denen  die  Relation  f{x,  y,  s,  y\  z')  =  0  vorgeschrieben  ist ,  derart 
zu  finden,  dass  das  bestimmte  Integral 

J  =  J  F{x,y,s,y',s')dx 
a 

einen  Minimalwert  erhält,  in  Vergleich  zu  anderen  Funktionen 
y  und  z'  von  x,  die  auch  der  Relation  /"(.r,  y,  z,  y\  z')  =  0  genügen 
und  die  nämlichen  gegebenen  Anfangs-  und  Endwerte  haben. 

Hier  zieht  man  also  nicht  alle  benachbarten  Curven  in 
Betracht,  sondern  nur  solche,  welche  die  gegebene  Beziehung 
f{x,  y,  0,  y',  z')  =  0  identisch  erfüllen. 

Nach  der  Regel  von  Lagrange  betrachtet  man  anstatt  des 
vorgelegten  Problems  das  folgende : 

Die  Funktionen  //  und  z  so  zu  bestimmen,  dass  das  bestimmte 
Integral 

J  =  j  0dx 

a 

ein  Minimum  wird;  hier  ist  (p  =  F{x,y,z,y',z')  +  H(x)f{x,y,z,y',z'), 
wo  u  eine  Funktion  von  x  ist,  über  die  man  hierauf  so  zu  ver- 
fügen hat,  dass  die  gegebene  Bedingung  /'  =  0  erfüllt  wird. 

Dieses  Problem  ist,  wie  Lagrange  axiomatisch  behauptet, 
völlig  der  ersten  Aufgabe  äquivalent,  wenn  man  noch  hmzufügt, 
dass  überhaupt  nur  solche  Funktionen  y  und  z  in  Betracht  ge- 
zogen werden  sollen,  welche  die  Bedingung  /"=  0  erfüllen  und 
die  nämlichen  Anfangs-  und  Endwerte  haben. 

Für  die  Aufgabe   des   absoluten  Minimums   des  Integrales  ist 


')  Mayer,  Ber.  d.  Sachs.  Gesellschaft.    1885. 
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die  notwendige  Bedingung  zum  Eintreten  eines  Extrems,   wie  wir 
schon  wissen,  dass  die  erste  Variation  dJ  verschwindet 


Lagrange  sagt ,    man   soll  die  Funktion  u  so   definiren ,    dass 
der  Koeffizient  des  i]  verschwinde 


dy         dx 


0. 


Jetzt  kommt  die  Frage,  ob  die  Variation  t,  ganz  willkürlich 
ist  oder  nicht.  Wenn  sie  ganz  willkürlich  ist,  so  müssen  wir 
schliessen,  dass  der  Koeffizient 

"eZ     a^  _ 

dx  dz 

gleich  Null  zu  setzen  ist,  was  Lagrange  ohne  weiteres  auch  thut. 
So  erhalten  wir  die  Gleichungen 


(A) 


d<t> 
dy 


=  0 


e^ 

dx  dz 

welche  mit  der  Gleichung 

f{x,y,z,y',z')  =  0 

zusammen  ein  System  dreier  DiiFerentialgleichungen  für  drei 
Funktionen  y,  z,  u  bilden.  Das  sind  die  Gleichungen  von  La- 
grange. Ihre  Lösungen  werden  gewiss  der  Forderung  des  Pro- 
blems genügen,  weil  man  dafür  gesorgt  bat,  dass  sie  dJ  zum 
Verschwinden  bringen,  sodass  die  mittels  der  Lagrange'schen  Me- 
thode erhaltenen  Lösungen  ohne  Zweifel  richtig  sind.  Das  Ver- 
fahren giebt  aber  keine  Sicherheit,  dass  sie  die  einzig  möglichen 
Lösungen  sind.  Man  hat  kein  Recht  zu  behaupten,  dass  die  Va- 
riation 5  ganz  willkürlich  genommen  werden  kann,  weil  nicht 
blos  die  Variation  rj  selbst,  sondern  auch  die  Variation  g  an  den 
Grenzen  Ntill  werden  müssen.     Es    ist  klar,    dass    dies   im  allge- 
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meinen  nicht  erreicht  werden  kann ,  wenn  die  Variation  voll- 
kommen willkürlich  gewählt  ist,  denn  die  variirte  Gleichung 
df  =  0  ist  bei  gegebenen  Variationen  rj  und  iq'  die  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  g.  Ihre  Lösung  enthält  also  nur 
eine  Constante ,  die  also  nicht  hinreicht ,  den  zwei  Grenzbedin- 
gungen (dass  die  Anfangs-  und  Endwerte  der  Variation  t,  Null 
sein  sollen)  zu  genügen. 

Da  diese  Variation  nicht  ganz  willkürlich  genommen  werden 
kann,  hat  man  keine  Sicherheit  dafür,  dass  die  Koefficienten  jeder 
für  sich  Null  sein  sollen.  Es  wäre  ja  möglich,  dass  es  solche 
Funktionen  y  und  e  gäbe,  für  die 


gleich  Null  wäre,  wenn  man  die  zwischen  den  Variationen  i]  und 
g  bestehende  Abhängigkeit  berücksichtigte.  Die  Variation  dJ 
würde  aber  nicht  gleich  Null  sein,  wenn  dieselbe  Abhängigkeit 
ausser  Acht  gelassen  wäre ,  und  die  Lösungen  würden  mit  Hülfe 
der  Lagrange'schen  Methode  nicht  zu  finden  sein.  Bei  der  La- 
grange'schen  Methode  variiren  wir  freier,  als  es  nötig  ist;  wir 
ziehen  eine  grössere  Gesammtheit  der  benachbarten  Curven  in 
Betracht,  als  es  die  Aufgabe  vorschreibt.  Dadurch  können  gewiss 
einige  Lösungen  entschlüpfen,  die  bei  nötiger  speciellerer  Variation 
wohl  eintreten  könnten. 


ZAveites  Kapitel. 
Die  neue  Methode. 

Wollen  wir  nun  die  Theorie  des  Problems  des  relativen 
Maximums  oder  Minimums  mit  Hülfe  der  neuen  Grundgedanken 
entwickeln. 

Der  Inhalt  des  Problems  besteht  darin:  eine  solche  Raum- 
curve  zu  finden,  welche  der  Gleichung  f{x,y,z,y',s')  =  0  genügt 
und  für  welche  die  Ungleichung 

JJ  =J  Fdx  -  J  Fdx  >  0 

a  a 

längs  der  ben&chl>arten  Corve     längs  der  MinimalcnrTe 

(für  den  Fall  des  ]\Iinimums)  stattfindet. 
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Stellen  wir  nun  die  Frage,  ob  man  die  Differenz  dieser  ver- 
schiedenen  Integrale  zu  einem  Integrale  reduciren  kann.  Zu 
diesem  Zweck  betrachten  wir  das  Integral 

J*  =  f  [F+  u  (x,  y,  z)  f+  (y.  -p)  (F^  +  uQ  +  {z,  -  q)  {F^  +  >,Q]  dx , 
a 

WO 

F  =  F{x,  y,  z,  p,  q) 

f  =  f  (x,  y,  ^1  p,  g) 

^    dF{x,y,z,p,q)  ^  ^    dF{x,y,  z,  2h  g) 

dp  '  "  dq 

^    df{x,y,  z,p,  q)  ^  ^    df  {x,  y,  z,  p,  q) 

''  dp  '  ''  dq 

sind  und  p,  u  und  q  als  Funktionen  von  x,  y,  z  betrachtet  werden. 
Im  Allgemeinen  ist  das  Integral  vom  Integrationswege 

y  =  y{^) 

z  =  z{x) 

abhängig.     Fragen    wir    nun ,    wie   die   Funktionen  p,  q  und  u  als 
Funktionen  von  a;,  y,  z  zu  wählen  sind,    damit  der  Wert  des  Inte- 
grales J*    von    dem    Integrationswege,    d.  h.    von    der  Wahl   der 
Funktionen  y,  z  der  Variabein  x  unabhängig  wird. 
Das  Integral  J*  hat  die  Form 

J*  =J  {Ä  +  £y,  +  Cz,)  dx  =  j  Adx  +  Bdy  +  Cdz 
a  a 

wo 

A  =  F+uf-piF^  +  uQ-qiF^  +  uQ 
B  =  F^+uf^ 
C  =  F,  +  < 

Funktionen  von  x,  y,  z  sind.  Nach  dem  Cauchy'schen  Satz  er- 
halten wir  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Unabhängigkeit  des  Integrales  vom  Integrationswege  die  Re- 
lationen 


dA          dB           dA 

dC 

dB 

dC 

dy           dx  '          dz    ~ 

dx  ' 

dz 

-    dy 

oder  ausführlich  geschrieben 

(B) 
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+  {F,,+  ufjp  +  (F^.+  Pfj  q  +  ( F,.+  e«/;.)  +f,  K+  nj,+ujj)  - 

-^.- «/;  - «/-  2  [(^,..+ "/;..)?'.+ (^,.+ "/;,)2,+ i^., +«/■,.= + 

(K,  +  <r)  (  P-  +  PJ>  +  P^  l)  +  iF,,  +  ufj  {q,  +  q,p  +  q.  q)  + 

+  {F„+  i<f„)p  +  (i^„+  uQ  q  +  (F,,+  «/•,,)+/;  (M.+  i^P  +  "=  5)  - 
-F-  nf-u/+p  [( F,,,.  +  ufjp^  +  {F^,+iifJ  q.  +  F^,  +  «f,,,  + 

+ «,/;  -  (^;, + "/;,)  i\  -  (^„ + «/;,)  q.  -  (f,, + «/;, +«,/;,)]  =  o 
(F,,+ "/;.)i'.+ (^;.+ «/;.)  ?.+ ^..+ '*c+ '*/,-  (i^,,+<.,)i\- 

-(n,+"/j!7,-(^,,+<+^/;)  =  0 

cT.  h.  wir  erhalten  3  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung für  3  Funktionen 

Sie  sind  nicht  unabhängig,  da  die  erste  Gleichung  nach  s,  die 
zweite  nach  y  und  die  dritte  nach  x  difFerenzirt  und  dann  addirt 
identisch  verschwinden. 

Das  System  (B)  ist  also  ein  unterbestimmtes  System,  da  es 
nur  zwei  Gleichungen  für  die  Bestimmung  drei  unbekannter  Funk- 
tionen p,  q,  u  hat.     Wir  können  also  noch  eine  Gleichung 

hinzufügen.  Dann  reicht  das  erhaltene  System  (B)  mit  der  zuge- 
fügten Gleichung  f  ^  0  wohl  aus,  um  p,  q  und  »  zu  finden.  Diese 
Funktionen  in  das  Integral  J*  eingesetzt,  machen  es  vom  Inte- 
grationswege  völlig  unabhängig ;  das  Integral  J*  hat  auf  jedem 
Wege  zwischen  den  gegebenen  Grenzen  stets  einen  und  denselben 
Wert. 

Es  besteht  ein  enger  Zusammenhang  zwischen  diesem  System 
der  partiellen  Differentialgleichungen  (B)  und  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  von  Lagrange 

Wenn 
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»■^) 


f. 
0 


+  0 


fji  U        1 

ist,  sind  die  Gleichungen  von  Lagrange  ein  System  4**''  Ordnung 
und  ihre  Lösungen  enthalten  4  Constanten  a,  ß,  y,  d.  Definiren 
wir  2  dieser  Constanten  so,  dass  die  Schaar  von  Curven  durch 
den  gegebenen  Anfangspunkt  {x  =  a,  y  ^  y^,  0  =  sj  geht. 

(p  {x,  a,  ß) 


(1) 


y 

Z    =    tl>{x,K,ß) 

u  =  u  {x,  a,  ß). 


Wir  beschränken  unsere  Untersuchungen  auf  das  Gebiet ,  wo 
die  Determinante  <pa  ip^  —  fpi  ta  verschieden  von  Null  ist  (Feld).  Zu 
jedem  Punkte  dieses  Gebietes  gehört  ein  eindeutig  bestimmtes 
System  von  Werten  für  «  und  ß.  Den  Endpunkt  der  llinimal- 
curve  denken  wir  uns  jetzt  innerhalb  dieses  Gebietes  gelegt  (den 
Grenzpunkt  x  =  b  einschliesslich). 

Berechnet  man  die  Werte  u  und  ß  ans  den  Gleichungen  (1) 

y  =  cp{x,  a,  ß) 
z  =  n>{x,  a,  ß) 

und    setzt   man   diese  Werte   u  ^^  u{x,y,z),  /3  =  /3 {x, y, z)   in   die 
Ausdrücke 


äy 
dx 

dx 


dx 

dt  {x,  a,  ß) 

dx 


u  =  u{x,a,ß) 
so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen  erster  Ordnung 


^y  /         X 

-^=Pix,y,^) 


(C) 


dx 


=  a{x,y,e) 


die  die  Litegralcurven  (1)  ebenfalls  als  Lösungen  zulassen.  Zu 
jedem  Punkte  dieses  Gebietes  gehört  ein  eindeutiges  System 
von  p  {x,  y,  z),  q  (x,  y,  z),  u  (x,  y,  z)  {p-  q-  M-Feld).  Man  kann  in  die- 
sem Gebiete  einen  wichtigen,    grundlegenden  Satz  aufstellen  über 

5 
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den  Zusammenhang  zwischen  diesen  DifFerentialgleichungen  (C), 
den  Differentialgleichungen  von  Lagrange  (A)  und  den  partiellen 
Differentialgleichungen  (B). 

Die  Funktionen  p,  q,  u  der  Gleichungen  (C)  sind  die  Integrale 
der  partiellen  Differentialgleichungen  (B)  und  umgekehrt,  wenn 
p(x,y,z),  q(x,j/,£),  n{x,y,s)  irgend  welche  Losungen  der  partiellen 
Differentialgleichungen  (B)  bedeuten ,  so  sind  die  Integrale  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (C)  zugleich 
Integrale  der  Differentialgleichungen  von  Lagrange  (A).  Oder 
kürzer,  wenn  (C)  die  Integrale  erster  Ordnung  der  Differential- 
gleichungen von  Lagrange  (A)  sind,  so  stellen  p,  q,  u  die  Integrale 
der  partiellen  Differentialgleichungen  (B)  dar  und  umgekehrt;  die 
Integralcurven  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  von  La- 
grange sind  also  zugleich  die  Charakteristiken  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  (B). 

Die  Integralcurven 

y  =  y{x,c(,ß) 
z  ^  z  (x,  a,  ß) 
u  =  ?( (a;, «,  ß) 

machen  die  Gleichungen  von  Lagrange  zu  Identitäten  in  a  und  ß. 

^  d  jF+uf) 


if -^-^^^^^  ^  L[cp{x,a,ß),^kix,a,ß),uix,a,ß)]  =  0 

^;  djF+uf) 

^L__A(^J±^  ^  31[cp(x,a,ß),f{x,a,ß),u{x,a,ß)]  =  0 

f[q,{x,a,ß),ip{x,a,ß)]  =  0. 

Daher  können  wir  die  berechneten  Werte  von  a  und  ß  aus 
den  Gleichungen  (1)  in  die  Gleichungen  von  Lagrange  setzen  und 
diese  Gleichungen  werden  dann  Identitäten  in  x,  ij,  z. 

Die  Ausdrücke 

M,  y\  ^',  y",  ^" 

bekommen  die  Form 

w(a;,2/,4  p{^,y^^)i   aix,y,^) 
{p.+p,p+p,(i),   {<i,+i.p+ü.<i) 

und  die  Gleichungen  von  Lagrange  transformiren  sich  in 


(B*) 
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iK. + <p)  ( p'  +i>.  p + p^ '?)  +  (K. + "U  ii' + %p + 9. 2) + 

-F~uf^  =  0 

(^, ,+ »/;,)  {p^+i\P  +P.'i) + (^,,+ "/,„)  (ü'x+'Zvi^ + (z.?) + (^,,+ «O + 

+(i^,.+"/;.)2+(^,.+<.)+/',K+^i>+«/i)-^-«/:  =  0 

f{x,y,z,p,q)  =  0. 


Für  dieses  System  (B*)  der  partiellen  Differentialgleichungen 
ist  der  angegebene  Satz  über  den  Zasammenhang  mit  den  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichongen  von  Lagrange  (A),  wie  man 
sieht,  gültig. 

Dieses  System  (B*)  ist  aber  dem  System  (B)  (s.  S.  64)  voll- 
ständig äquivalent.  Die  Thatsache,  dass  wenn  die  Gleichungen  (B) 
erfüllt  sind ,  die  Gleichungen  (B*)  auch  befriedigt  sind ,  ist  aus 
der  Form  der  Gleichungen  (B)  sofort  zu  sehen. 

Um  umgekehrt  zxi  zeigen,  dass  wenn  die  Gleichungen  (B*) 
erfüllt  sind,  auch  die  Gleichungen  (B)  befriedigt  sind,  braucht 
man  das  Verfahren,  das  wir  schon  in  dem  entsprechenden  Satze 
der  Theorie  des  absoluten  Blinimums  (s.  Kap.  2)  durchgeführt 
haben,  zu  wiederholen. 

DifEerenzirt  man  die  erste  Gleichung  des  Systems  (B*)  nach  s, 
die  zweite  nach  y  und  subtrahiert  man  die  erhaltenen  Gleichungen, 
so  bekommt  man  die  Relation 

öF         öF       öF 
wo 

-  (F„  +  nfjp^  -  (F„  +  ufj  q,  -  {F^^+nf^^+u^Q 

genau  die  linke  Seite  der  dritten  Gleichung  (B)  ist. 

Unser  Ziel  ist  zu  zeigen,  dass  F  identisch  Null  ist.  Fassen 
wir  die  Gleichung  (D)  als  eine  liaeare  partielle  Differentialglei- 
chung für  V  auf.  Die  allgemeine  Lösung  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (D)  ist,  wie  es  aus  analoger  Betrachtung, 
die  wir  im  Kap.  2  geführt  haben,  folgt 

wo  $  eine  willkürliche  Funktion  ist  und  (p  {x,  a,  ß)  =  y,  f{x,  u,ß)=:s 
die  Integralcurven  der  Gleichungen  der  Charakteristiken 
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dy 


dx  =  ^(^'^'"^ 


äx  =2(^,y,^) 

sind.  Sie  stellen,  wie  wir  schon  wissen,  ein  Bündel  vom  Punkte 
(x  ^=T  a,  y  ^=  ?/„,  s  =  sj  dar,  was  für  die  Theorie  wesentlich  ist. 
In  unserem  Falle  wird  also  der  Ausdruck  [q>at!i—fPii^a]x  =  u  gleich 
Null. 

Beschränken  wir  uns  auf  das  Feld-Grebiet,  also  auf  das  Gebiet, 
wo  kein  zweiter  Wert  von  x  liegt,  der  den  Ausdruck  [cpaip^—fiiipa] 
verschwinden  lässt  (.Jakobi'schcs  Kriterium),  so  erhalten  wir,  dass 
V  identisch  Niül  ist ,  was  wir  eben  zeigen  wollten.  Aus  der  be- 
sonderen Form  der  Gleichungen  (B)  sehen  wir  jetzt,  dass  das 
ganze  System  befriedigt  ist,  wenn  die  Gleichungen  (B*)  und  die 
Relation  F  =  0  erfüllt  sind. 

Das  aufgestellte  Integral  J*  (s.  S.  63)  ist  also  bei  solchen 
p,  q  und  «(,  die  den  Lagrange'schen  Gleichungen  (ß*)  genügen, 
vom  Wege  unabhängig.  Wenn  wir  als  Integrationsweg  die  La- 
grange'sehe  Curve  31  zwischen  den  gegebenen  Punkten  A  und  B 
nehmen,  so  erhält  das  Integral  J*  den  folgenden  Wert 

J*  =  f[F+  uf+  (y- p)  {F^+  uQ  +  (r  -  q)  (F,+  uQ]  dx  =  /  Fdx, 
a  a 

L  M 

wo  L  irgend  einen  Weg,  welcher  der  Relation  /■  =  0  genügt,  und 

M  die  betrachtende  Curve  bezeichnen. 

Mit  Hülfe  dieses  Integrales  können  wir  nun  die  Hauptun- 
gleichung des  Problems  des  relativen  Minimums  umformen,  da  die 
Lagrange'schen  Curven  nach  dem  Satze  von  Lagrange  ein  Mini- 
mum des  Integrales  liefern  können. 

Wir  erhalten 

JJ  =  J  Edx  >  0 
a 
L 

wo  E  den  von  8  Argumenten  y,,  s„  p,  q,  u,  y,  s,  x  abhängigen  Aus- 
druck 

E  =  F-F-{y,-p){F^+uf;)-{z-q){F^-\-uQ 

bezeichnet. 
F  =  F(y„s\    F 


F.= 


Fip,q),      K  =  ^^ 
dF{p,q)                 dfip,q)l 

.     f.= 

dp 

dq        '     '"             dq      \ 
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Das  Integrand  E  kann  in  dem  Falle  verschwinden ,  wenn  die 
Linienelemente  der  benachbarten  Curve  mit  denen  der  zu  unter- 
suchenden Minimalcurve  zusammenfallen ;  das  nennt  man  „ordent- 
liches Verschwinden  von  £"  (s.  Kneser). 

Wählen  wir  nun  als  benachbarte  Curve  L  die  Curve,  welche 
ausser  einer  kleinen  Strecke  mn  mit  der  Lagrange'schen  Curve 
zusammenfällt  (s.  Fig.  3).     Die  Ungleichung 

j  Edx>0 
a 
L 

wird  dann  zur  Ungleichung 

J  Edx>0 
a 

mn 

da  ausser  dieser  Strecke  das  Integrand  verschwindet.  Die  Strecke 
mn  können  wir  als  beliebig  kleine  wählen  und  in  beliebig  ge- 
wählter Stelle  der  Lagrange'schen  Curve.  Es  folgt  daraus,  dass 
das  Integrand  E  selbst  für  die  in  Betracht  zur  Variation  ge- 
zogenen Elemente  stets  grösser  als  Niül  bleiben  muss. 

Nach  der  Gesammtheit  der  zugelassenen  benachbarten  Wege 
unterscheidet  man  in  der  Theorie  des  relativen  Minimums,  sowohl 
als  in  der  Theorie  des  absoluten  Minimums,  ein  schwaches  und 
ein  starkes  Minimum. 

Das  starke  Minimum  ist  dann  vorhanden ,  wenn  das  ganze 
Stück  der  betrachtenden  Lagrange'schen  Curve  im  Felde  liegt 
und  der  Ausdruck  E  in  jedem  Punlite  um  den  zu  untersuchenden 
Bogen  und  auf  dem  Bogen  selbst  für  alle  möglichen  y„  z^,  die  der 
Gleichung  /"(?/.,  z^  =  0  genügen,  stets  grösser  als  Null  bleibt  und 
nur  ordentlich  verschwindet. 

Das  schwache  Minimum  für  die  Lagrange'sche  Curve  tritt 
dann  auf,  wenn  für  die  Punkte  des  Feldes  die  Funktion  E  grösser 
als  Null  bleibt  für  solche  y,,  z,,  die  der  Relation  f{y,,  z,)  =■  0  ge- 
nügen und  deren  Differenzen  \y^  —  v\t  \^x—l\  unter  einer  kleinen 
Grenze  bleiben.  Die  Richtungselemente  der  variirten  Curve  unter- 
scheiden sich  also  nur  wenig  von  den  Richtungselementen  der  zu 
untersuchenden  Curve.    Die  Weierstrass'sche  Ungleichung 

kann  man  folgendermassen  geometrisch  interpretiren.  Denken 
wir  uns  eine  Fläche  <P  im  Räume  (if»,^;,  (j) 


-     70    — 

(1)  *  =  *  (p,  q)  =  F  (p,  q)  +  uf(p,  q) 
und  eine  Cylinderfläche 

(2)  fip,  q)  =  0. 

Hier  sind  x,  y,  z  als  Parameter  zu  halten. 

Untersuchen  wir,  analog  wie  wir  es  im  Kap.  2,  Abschnitt  I 
gethan  haben ,  die  Ungleichung  7?  >  0  für  die  Fläche  (1).  Wir 
erhalten  den  Satz : 

Die  Weierstrass'sche  Bedingung  für  das  Eintreten  des  re- 
lativen Minimums  für  die  Lagrange'sche  Curve  sagt  aus,  dass  die 
Fläche  $  für  die  Punkte  der  Schnittcurve  mit  der  Cjdinderfläche  (2) 
ganz  auf  einer  Seite  ihrer  Tangentialebene  im  Punkte  {^,l>,q) 
liegen  muss,  welcher  der  Lagrange'schen  Curve  entspricht  (s.  Fig.  4). 
Das  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Ein- 
treten des  relativen  Minimums  im  Felde  für  die  Lagrange'sche 
Curve.     Ist  die  Fläche  O  überall  elliptisch  geki'ümmt,  also 

$    ^   -  $■-    =(F    +  uf  )  [F  +  uf  )-(F  -uf  )'  >  0 
pp    11        PI       \    i'f  '    I  pp' \    11  '    I  ii-'     ^   PI      '  pi> 

für  alle  möglichen  |>,  q  im  Integrationsintervalle,  so  ist  die  Weier- 
strass'sche Bedingung  E  >0  hinreichend  erfüllt  und  das  relative 
starke  Extrem  gesichert  (Legendre'sche  Bedingung).  Der  Fall 
des  Minimums  tritt  auf ,  wenn  F,,^  +  iif^j,  >-  0  ist ,  der  Fall  des 
Maximums,  wenn  i^^p +  «//,,,,<<  0  ist. 

Im  Falle  des  schwachen  Minimums,  wo  also  die  Differenzen 

Jp  =  \p-2)\;       Jq=  \q-q\ 

(wo  p  und  q  die  Eichtungselemente  der  variirten  Curve  bezeichnen) 
unter  beliebig  kleiner  Grösse  bleiben,  kann  man  die  Funktion  E 
in  die  Reihe  entwickeln 

E  =  Jp-{F,,,+  uU  +  2JpJq{F,,+  uU  +  Jq\F^,  +  ufJ  +  .-->0, 

wo  J}^  und  Jq  der  Relation 

(2*)  UJp+f^Jq  =  0 

genügen. 

Multipliziren  wir  E  mit  f^  (oder  f^),  so  erhalten  wir  mit  Hülfe 
der  Relation  (2*) 

f,'E  =  Jqnf:{Fp,+ufpp)  +  ^fpUF,,  +  iiU+n{F,,+ufJ]. 

Der  Koeffizient  bei  Jq'  ist  die  Determinante  (I)  (s.  S.  66) 
über  welche  wir  am  Anfang  unserer  Untersuchungen  vorausgesetzt 
haben,  dass  sie  längs  den  Lagrange'schen  Curven  nicht  verschwindet. 
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Wenn  dieser  Ausdruck  für  die  Lagrange'sche  Curve  stets  grösser 
als  Null  bleibt  und  nicht  verschwindet,  so  erhalten  wir,  dass  die 
Weierstrass'sche  Funktion  E  grösser  als  Null  ist  und  die  La- 
grange'sche Curve  liefert  also  ein  Minimum  des  Integrales  (wenig- 
stens für  die  schwache  Variation). 

Ist  die  Determinante  (I)  kleiner  als  Null ,  so  ist  die  Weier- 
strass'sche  Funktion  E  auch  kleiner  als  Null  und  die  zu  unter- 
suchende Lagrange'sche  Curve  macht  das  Integral  zu  einem  Maxi- 
mum (wenigstens  für  die  schwache  Variation). 

Den  Fall,  wo  diese  Determinante  verschwindet,  haben  wir 
aus  der  Betrachtung  ausgeschlossen. 

Wollen  wir  nun  zeigen,  dass  ausser  der  Lagrange'schen  Curve 
keine  andere  Curve  im  Felde  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Determinante  (I)  grösser  (kleiner)  als  Null  ist,  ein  Minimum 
(Maximum)  des  Integrales  liefern  kann. 

Denken  wir  uns  eine  Curve  31,  die  ein  Minimum  (Maximum) 
des  Integrales  liefert.  Wählen  wir  auf  dieser  Curve  3  Punkte 
Pj,  Pji  -fs  (s-  Fig.  6)  und  verbinden  sie  miteinander  durch  La- 
grange'schen Curven  (P^P,)^,  (P^P,)^,  {P^P,\.  Wir  wählen  den 
Punkt  Pj  so  nahe  zu  P„  dass  {P^P^)„  als  benachbarte  Curve  der 
Lagrange'schen  Curve  (P^P^)^  betrachtet  werden  kann.  Da  im 
Felde  jede  Lagrange'sche  Curve  stets  ein  Minimum  (Maximum) 
liefert  und  da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  Curve  M  auch 
ein  Minimum  (Maximum)  liefert,    so    müssen   wir  annehmen,    dass 

r         {F+uf)dx  =  f         (F+Jif)dx. 
Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir 


und 


f         {F+uf)dx  =  f         {F+uf)dx 

''(P,Ps)«  '  (P,Ps)^ 

r        {F+nf)dx  =  r         {F+uf)dx. 
Durch  Addition  erhalten  wir 

(*)  r      iF+i,f)dx+r      {F+uf)dx  =  r      {F+Hßdx. 

Wenn  der  Punkt  P,  nicht  auf  der  Lagrange'schen  Curve 
{PiPs)  Hegt,  so  haben  wir  ein  Dreieck,  aus  Lagrange'schen  Curven 
gebildet.  Die  ßelation  (*)  ist  aber  für  ein  solches  Dreieck  un- 
möglich. In  der  That,  die  Weierstrass'sche  Funktion,  welche  für 
den  Bündel   der  Lagrange'schen   Curven  von   dem   Punkte  P^  ge- 
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bildet  ist,  verschwindet  längs  den  Curven  (P^P,)^,  (PiP^)^;  für 
alle  anderen  Curven  im  Felde,  also  aucli  für  die  Curve  (PjPa),., 
die  nicht  zum  Bündel  vom  Punkte  P,  gehören,  ist  die  Funktion 
E  grösser  (kleiner)  als  Null. 

Wir  erhalten  also  den  Widerspruch 

f         (F+uf)dx+r         {F+uf)äx>f         {F+uf)dx. 
''{P,P,),  ''(P,P,).  ''(PiP.h 

Der  beliebig  gewählte  Punkt  P,  der  Strecke  {P1P3)  liegt  also 
auf  der  Lagrange'schen  Curve.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die 
Curve  31  in  allen  ihren  Punkten  mit  der  Lagrange'schen  Curve 
zusammenfällt. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Jacobi'sche  Bedingung. 

Wir  haben  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
aufgestellt  für  das  Eintreten  des  Minimums  im  Felde ,  d.  h.  in 
einem  solchen  Gebiete,  wo  der  Jacobi'sche  Ausdruck 

J{x,a)    =    (palp^  —  iPita 

für  keinen  Wert  der  Variabein  x ,  ausser  x  =  a,  verschwindet. 
Der  erste  Punkt,  wo  J  (x,  a)  verschwinden  würde  (ausser  x  =  a), 
der  sogenannte  conjugirte  Punkt ,  ist  ein  kritischer  Punkt  für 
unsere  Theorie. 

Wenn  der  Endpunkt  des  Integrationsintervalles  x  ^  b  sich 
im  Felde  befindet,  sodass  J  {a,  x)  ^=  0  ist,  so  können  wir  folgendes 
Verfahren  durchführen. 

Nehmen  wir  eine  Lagrange'sche  Curve 

y  =  cp{x,a„-{-du,ß^+dß)  =  (p^{x,  a^,  ß^)  +  öa(pa+ dßcp^i-^ 

2  ^  rP{x,a,+  äa,ß,+  dß)  =  rp.ix,  a„  ß,)  +  dai,,  +  dßxp^  +  -- ■ 

wo  da  und  dß  gewisse  kleine  Grössen  sind,  und  denken  wir,  dass 
die  Curve 

y  =  <p{x,  a„  ß,) 

z  =  i,{x,  a„  ß,) 

die  zu  untersuchende  Minimaicurve  ist. 
Bei  der  Annahme 
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ist  die  eindeutige  Umkehrung  Sa  and  8ß  möglich. 
Setzt  man  die  erhaltenen  Werte  in 

yz  =  <Pz+<Pxa  äa  +  q>:cß  dß-\ 

^'x  =    tx+4'xaSa+fxßdß-i 

M    =    M   +   UaÖa  +   UßÖß  -\ 

SO  kommt  heraus 

y.  =  p  (x,  y.  ^) 

e.=  i  (x,  2/.  ^) 
u  =  u  {x,  y,  e) 

wo  p,  q,  u  Funktionen  sind,  die  das  i>  q-  «-Feld  bilden. 

"Wenn  die  Jacobi'sche  Determinante  (pati)  —  9ß''Pa  =  0  ist,  so 
kann  die  Umkehrung  nicht  gemacht  werden.  Ueber  die  Ausdeh- 
nung des  Feldes  kann  man  folgendes  sagen.  Man  kann  solche 
lineare  Gleichungen  aufstellen,  deren  partikuläre  Lösungen  die 
Elemente  des  kritischen  Ausdruckes  von  Jacobi  sein  würden ;  also 
diese  Differentialgleichungen  würden  Auskunft  über  die  Aasdeh- 
nung des  Feldes  geben. 

Die  Gleichungen  von  Lagrange  sind  für  die  Integralcurven 

y  =  (p{x,tt,ß) 

z  =  t{^,  «,  ß) 
«  =  u  {x,  a,  ß) 

Identitäten  in  «  nnd  ß.    "Wir  können  diese  Lösungen  in  die  Diffe- 
rentialgleichungen 


^^^"+<^-iF,^.uO  =  0 


dx 

gesetzt  denken  und  die  Identitäten  nach  a  differenziren. 
Bezeichnen  wir 

dy       ds       du       dy'   _    d<pa  ^ 
"ö«'    "da'    'da'    "öö"  ~     dx 

der  Reihe  nach  mit  tj,  £;,  |,  tj'  . . . 

"Wir  erhalten  die  Differentialgleichungen  von  Jacobi 
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{F,,+  uUr{'+ 


äJK.  +  nU 


dx 


n'+ 


dx 


-K.-< 


^+ 


+  {F,,+  tif,,)^'  + 


^^%±<^+i^.+<.-7=;,-./:. 


dx 


+ 


^^%t<A-^.-'d5+'£r+ß:--/.li  = 


dx 


dx 


\  dx 


+ 


{F,..+  uf,^)^f  + 


d{F,,,  +  vf,,,) 


+ 


dx 


F.„ 


dx 


+  F^.,+  u1\,-F,-tif,. 


?'  + 


n'+ 


.+(i^..+"/;.)r+^^%t!i/-^r+ 


dx 


-F,-uf,^ 


dx 


f,ri+t\n+fA'+Li.  =  0. 


Dieselben  Gleichungen  erbalten  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen 

von  Lagrange  nach  ß  clifFerenziren  und  -zrir,  -^r^-,  -rs----  der  Reihe 
^       "^  "^  dß      dß      dß 

nach  mit  7],  ?,!,•■•  bezeichnen. 

Fassen  wir  die  Gleichungen  von  Jacobi  als  lineare  Differential- 
gleichungen für  f],  i,  und  g  auf.  Dann  sind  qp«,  (jc^.  ta,  ^ß  particu- 
läre  Lösungen  der  Gleichungen  von  Jacobi. 

Ueber  die  Ausdehnung  des  Feldes  können  wir  jetzt  folgendes 
sagen :  Giebt  es  keine  solche  particuläre  Lösungen  rj,  iq',  5,  g'  der 
linearen  Gleichungen  von  Jacobi,  die  im  zu  untersuchenden  Liter- 
valle  a<.x<h  (die  Grenze  x  =  a  ausschliesslich)  der  Relation 
v't~Vt'  ^=  0  genügen,  so  ist  das  Feld  gesichert. 

Wir  bemerken,  dass  die  Grösse  der  Ausdehnung  des  Feldes 
von  der  gegebenen  Differentialgleichung  /'  ^  0  abhängig  ist. 

Für  die  Cui'venschaar 


(1) 

definirt  der  Ausdruck 


y  =   (p{x,  «,  ß) 
2  =  %p(x,  a,  ß) 


J{a,x)    =    (p„ll!ß  —  (p^i1pa 

sammt  den  Gleichungen  (1)  die  Enveloppenfläche  der  Curvenschaar 
(1),  wie  wir  es  schon  in  der  Theorie  des  absoluten  Extrems  ge- 
sehen haben  (s.  Kap.  3). 

Geometrisch  können  wir  also  auch  hier  den  conjugirten  Punkt 
als  den  Schnittpunkt  der  Extremalcurve  mit  der  Enveloppenfläche 
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bezeichnen.  Der  Satz  über  den  conjugirten  Punkt  ist  hier  fol- 
gendermassen  zu  formuliren : 

Angenommen,  es  gehe  von  dem  Punkte  Ä  zu  dem  mit  ihm 
conjugirten  Punkte  B  und  darüber  hinaus  eine  reguläre  La- 
grange'sche  Curve,  so  kann  die  Strecke  der  Curve,  für  welche 
ein  Extrem  stattfindet,  nicht  über  II  hinaus  fortgesetzt  werden. 
Sogar  verliert  die  Lagrange' sehe  Curve  ihre  Extremaleigenschaft, 
wenn  ihre  Grenzpunkte  mit  den  conjugirten  Punkten  A  und  B 
zusammenfallen  (ausgenommen  den  Fall,  wo  die  Enveloppe  im 
Punkte  B  einen  besonderen  Punkt  hat). 

Wenn  der  Punkt  B  ein  Enveloppenpunkt  ist,  so  existiren 
unendlich  viele  Lagrange'sche  Curven,  die  denselben  "Wert  des 
Integrales  liefern.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ebenso  zu  führen, 
wie  es  in  der  Theorie  des  absoluten  Minimums  für  den  Satz  über 
den  conjugirten  Punkt  angegeben  ist  (s.  Kap.  3). 
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